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Esercizio 1. Sia P lo spazio proiettivo complesso tridimensionale dotato
del riferimento proiettivo standard [xo, x1, T2, x3]. Siano r(k), s(k) le rette di
equazioni

T(k) $0+kl‘1zo S(k) (k—l)l’o—l’l—i‘l'gzo
. $2—I3:0 . xo—x?,:()

1. St determinino i valori di k € C per cui r(k) ed s(k) sono complanari.
Per tali valorit di k si scrivano le equaziont cartesiane di un piano che
contiene r(k) ed s(k) e si trovi il punto di intersezione fra r(k) ed s(k).

2. Sia P = [1,1,1,0]. Per i valori di k € C tali che r(k) e s(k) sono
sghembe si determini la retta t(k) passante per P ed incidente a r(k) e

s(k).

Esercizio 2. Sia A3 lo spazio affine reale tridimensionale dotato del rife-
rimento affine standard (z,y,z). Consideriamo la quadrica C(k) definita

come
Clk): 2+ (k—1)y* — 2kxz +224+2y — 1 =0.

1. Al variare di k € R si determini il tipo affine della quadrica C(k).

2. Nel caso k = 2 si determini una affinita T : A} — A3 tale che
T(C(2)) = D(2).

Esercizio 3. Sia X = Q C R il sottospazio dei numeri razionali con la
topologia euclidea indotta 1.. Sia oo un punto formale (0o ¢ X ) e si ponga
X* = X U{oo}. Si consideri su X* la sequente famiglia

r={UcCcQcCcX":Uer}U{UC X*:(X"\U) ¢é un sottoinsime compatto di X}.
1. St dimostri che 7* é una topologia.
2. Si dimostri che (X*,7*) é compatto, connesso e Tj.

3. Sia f : R — X* una mappa continua tale che oo ¢ f(R). Si dimostri
che f é costante.

Esercizio 4. In R? dotato della topologia euclidea si consideri il sequente
msieme:

X={(z,y) eR*:2* +y* <4,z #0}U{(z,y) € R?: y = 2}.

1. Si determinino chiusura, interno, derivato e frontiera di X .

2. Si determinino le componenti connesse di X, X e )O(

3. Si dica se X e X sono omeomorfi.



Soluzioni

Soluzione esercizio 1.

1. Le rette r(k) e s(k) sono complanari se e solo se sono incidenti, cioe se

e solo se
1 k 0 0
01 -1 _ 9 B
det| | 1 o= *+D=0
00 -1

da cui k = =£i sono i valori richiesti. Sia P(k) l'intersezione fra r(k) ed

s(k). Abbiamo

o + ’i[El =0

T9 — X3 = 0
(:i:i—l)l‘g—ﬂ?l—i‘l’gzo
Lo — XT3z = 0.

e quindi P(i) = [1,4,1,1] e P(—i) = [1,—i, 1, 1].

Notiamo che [0,0,1,1] € r(k) e [0,1,1,0] € s(k) e quindi troviamo le
equazioni dei piani richiesti calcolando

P(+i) :

To, X1 T2 T3
O 0 1 1 .
det 0 1 1 0 = +ixg — 11+ 9 — 23 = 0.
1 ¢ 1 1

2. Assumiamo k # +i. Calcoliamo il piano 7(k) passante per P e conte-
nente r(k). Il fascio dei piani contenenti r(k) ¢ dato da

Mo + kxy) + p(zy —x3) =0
per (A, ) # (0,0). Imponendo il passaggio per P otteniamo
(k) : (xo+ kxy) — (1 + k)(xe — x3) = 0.
Il fascio dei piani contenenti s(k) ¢ dato da

)\((k — 1)33’0 — T+ .’L'Q) + ,U(.To — 1‘3) =0



per (A, ) # (0,0). Imponendo il passaggio per P otteniamo
w(k): ((k—1)xg—x1 + x2) + (1 — k) (g — 23) = 0.
La retta t(k) & dunque

Jxotkry — (1 +k)(va —23) =0
t(k) ‘ {—1’1 + o — (1 — k).Ig =0.

Notiamo che t(k)Nr(k) = [—k% k,1,1] e t(k)Ns(k) = [1, 2+ k+1,k*+
2,1].

]

Soluzione esercizio 2.

1. Consideriamo le matrici associate a C(k)

-1 1 1 0
1 1 0 —k 1 0 —k

A(k) = Ag(k) = 0 k—1 0
1 0 k=1 0 " 0 0
0 —k 0 0

Notiamo che det A(k) = k3 e det Ag(k) = k*(1—k). Inoltre il polinomio
caratteristico di Ag(k) ¢

1—A 0 —k
det 0 k—1-=X 0 |=-(NV=-A=F)N—k+1).
—k 0 —A

Siano A1, Ay gli autovalori che vengono dal fattore di grado 2 e A3 = k—1
il terzo autovalore. Abbiamo i seguenti casi.

e Se k = 0 la quadrica ¢ degenere, rkA(0) = 3 e det Ay(0) = 0, da
cui deduciamo che C(0) & un cilindro.

e Se k =1 allora det A(1) > 0 e det Ap(1) = 0, quindi C(1) & un
paraboloide iperbolico.

e Se k > 1 allora det A(k) > 0, A3 > 0 e gli autovalori di Ay(k) sono
discordi, dunque C(k) & un iperboloide iperbolico.



e Se 0 < k <1 alloradet A(k) > 0, A3 < 0 e gli autovalori di Ay(k)
sono discordi, da cui evinciamo che C(k) ¢ un ellissoide a punti
reali.

e Se k < 0 alloradet A(k) < 0 e gli autovalori di Ay(k) sono discordi
e quindi C(k) € un ellissoide a punti non reali.

2. Applichiamo il metodo del completamento dei quadrati.

vty — 4oz + 204+ 2y — 1
=z — 22+ 12 422 +4z -1+ +2y—1
=(r -2+ 1)+ (y+1)2—-1-(22—1*+1-2.

Possiamo dunque definire la affinita

1
T: (x,y,z)H(X,Y,Z):—Q(m—22+1,y+1,2z—1)

cosi che T(C(2)) = D(2), dove
D(2): X*+Y?*-27°=1.

Soluzione esercizio 3.

1. Chiaramente () e X* sono elementi di 7*.

Sia o la famiglia degli insiemi compatti di (Q,7.). Siano {U;}es ele-
menti di 7. Dividiamo I in due insiemi /; ed Iy tali che per ogni
i € I; abbiamo che U; € 7 e per ogni j € I, X*\U; € . Allora posto
Vi = Ujen,U; e Vo = Ujep,Uj, abbiamo che Vi € 7. (in quanto 7. € una
topologia) e X*\ V2 € o in quanto X*\Va = Njer, (X*\U;) € intersezione
di compatti di X e dunque compatto in X.

Se Vo = () allora UU; = V; € 7.. Se Vo # 0 allora X*\(V; U V,) =
(X \W) N (X"\Vp) € 0.

Supponiamo ora che I sia finito. Per induzione possiamo assumere che
I ={1,2}. Se Uy,Uy € 1., allorae UyNUy € 7. C 7. Se X*\Uy € 0
e X*\U;z € o, allora X*\(U; NUy) = (X*\U;) U (X*\Us) ¢ unione di
compattiin (X, 7.) e dunque compatto. Possiamo quindi assumere, per
simmetria, che X*\U; € 0 e U; € 7.. Allora Uy NU; € 7.



2. Sia X* = Uy U U, con Uy, U, aperti disgiunti, tale che oo € U;. Allora
X*\U; = U, & un aperto compatto di Q, cioe Us = ().

Sia {U,; }ie; un ricoprimento aperto di X*. Sia k € I tale che co € Uy; al-
lora X*\Uy, & compatto in (X, 7.) e {U;N(X*\Uy) }ies € un ricoprimento
aperto di X*\ Uy, possiamo dunque estrarne un sottoricoprimento finito
e poi ottenere un sottoricoprimento finito di X*.

E’ facile controllare che ogni punto di X* & chiuso e quindi X* ¢ T.

3. Dato che in X*\{oco} ogni punto ¢ una componente connessa, I'imma-
gine di f (che & un sottoinsieme di X*\{oco} per ipotesi) non puo che
essere un punto.

O

Soluzione esercizio 4. 1. Abbiamo

X ={(z,y) eR*:2” + 3 <4} U{(z,y) eR*: y = 2},
X={(x,9) € R*: 2% + 4% <4,z # 0},
D(X)=X

(&

0X ={(z,y) € R? : 2244 = 43 U{(z,y) € R?:2=0,9°< 4 {(z,y) € R?:y = 2}.

— o
2. X e X sono chiaramente connessi, mentre X si decompone in due
componenti connesse nel seguente modo

X= {(z,y) € R? : 22+ < 4,2 < 0}U{(x,y) € R? : 2% +9> < 4,2 > 0},

3. X e X non sono omeomorfi in quanto il punto (0,2) disconnette X
in quattro componenti connesse, mentre non esiste nessun punto che
disconnette X in quattro componenti.

O



