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Esercizio 1. Sia ¢, : R* — R la forma quadratica definita da
a(z,y, 2, w) = 2bx* 4+ 2by* + 1y — (b+ 1)zw + b2?

al variare di b € R.

(1) Studiare per quali valori di b € R la forma quadratica risulta degenere. Dimostrare inoltre
che non esistono valori di b € R che rendono (R?, ¢,) uno spazio euclideo.
(2) Per i valori di b € R tali per cui ¢, ¢ degenere indicare la segnatura della forma quadratica.

(3) Sia fissato il valore b = 0. Sia by : R* x R* — R la forma bilineare associata a qq e sia
Qo = {@(z,y,z,w) =0} C P*(R)
la quadrica proiettiva associata. Sia A = [1,0,1,0] e si indichi con
At ={X e P’(R)|by(A4, X) =0}
Mostrare che A N @Qp & una conica proiettiva degenere.
Esercizio 2. Sia C la cubica in P?(C) data dall’equazione:
F (20,71, 72) : 1175 — 2007175 — 63509 + w3 + 82 = 0

(1) Mostrare che C ha due soli punti singolari A e B. Per ognuno di essi si descriva la molteplicita
e le tangenti principali.
(2) Sia A%(C) = U, = {z; # 0} € P?(C). Denotiamo con " := C'NU; la curva affine traccia di

C in U;. Determinare gli eventuali asintoti di C".



Soluzione 1. (1) Associamo a g, la matrice che la rappresenta sulla base (z,y, z, w) e moltipli-

chiamo per 2 in modo da rendere piu snella la notazione:

4 1 0 0

1 4 0 0
M, =

00 20 —(b+1)

0 0 —(b+1) 0

La forma quadratica g, ¢ degenere esattamente quando det(M,) = 0. Sviluppando il determi-

nante secondo la prima colonna otteniamo:

4b 0 0 1 0 0
det(M,) =4b |0 2b —(b+1)[—10 2b —(b+1)

0 —(b+1) 0 0 —(b+1) 0
Sviluppando ulteriormente lungo la prima colonna le due matrici 3 x 3 ottenute e raccogliendo
il fattore

2 —(b+1
det ( ) = —(b+1)?
—(b+1) 0
otteniamo
det(M,) = — (160> — 1)(b+ 1)* = —(4b — 1)(4b +1)(b+1)?

Percio la forma quadratica gy ¢ degenere se e solo se b = 7, %, —1.

Affinché (R%,g,) sia uno spazio euclideo occorre che g, sia non degenere definita positi-
va. Utilizzando il criterio di Sylvester dei minori principali osserviamo che la condizione é
equivalente a richiedere
det(Mbl) =4b>0
det(M?) = (4b—1)(4b+1) > 0
det(MP) = 2b(4b —1)(4b+ 1) > 0
| det(M}) = det(My) = —(b+1)*(4b—1)(4b+ 1) > 0

Notiamo che le condizioni

det(MZ) = (4b—1)(4b+1) > 0

det(My) = det(M,) = —(b+1)*(4b — 1)(4b+1) > 0
sono incompatibili, poiché —(b + 1)? ha sempre segno negativo sotto l'ipotesi che g, sia non
degenere. Pertanto non esiste nessun b € R che rende (R*, ¢,) uno spazio euclideo.
Ci sono vari metodi equivalenti per calcolare la segnatura di una forma quadratica. Sotto

I'ipotesi di rango non massimo la via piu rapida ¢ il metodo del completamento dei quadrati



di Gauss. Facciamo i 3 casi separatamente.

(a) (Caso b= 1) La forma quadratica risulta la seguente

) 1, 145 1,
xy—zzuH—é—lz +§x +§y

Completando i quadrati avremo

1 5 1 5 o 25 ,

2(a:+y) +4(z 2w) v

Pertanto si hanno 2 coefficienti positivi ed uno negativo. La segnatura risulta quindi
i) = (p> Q) = (271)

(b) (Caso b= —1) La forma quadratica risulta la seguente

3 1, 1, 1,

Completando i quadrati avremo

essere sgn(q

Y R CH - ) L
Pertanto si hanno 2 coefficienti negativi ed uno positivo. La segnatura risulta quindi
essere sgn(q_i) = (p,q) = (1,2).

(c) (Caso b= —1) La forma quadratica risulta la seguente

2

ry — 2% — 227 — 2°

Completando i quadrati avremo

1 15
Z9(g? — Sy — 222 2
(&% = 29) = g
Pertanto si hanno 3 coefficienti negativi. La segnatura risulta quindi essere sgn(q_1) =

(p’ Q) = (07 3)
(3) Sia Qo : ry—zw = 0 la quadrica associata alla forma quadratica go. La matrice rappresentativa

di by nella base standard (z,y, z, w) & data, a meno di un coefficiente moltiplicativo, da

01 0 0

10 0 O
My =

00 0 -1

00 -1 0

Percio 'equazione del piano At & data da:

1 0 O 0 Y

(1 01 o) —0
00 0 -1 z
00 —1 0 w



Da cui otteniamo 1’equazione
At iy —w=0
Pertanto abbiamo

zy —zw =10 =w
AJ' N QO = Y ~ Y
y—w=>0 TY — 2Y
dove 2y — zy = 0 & lequazione di A+ N Qg nel piano proiettivo A+ = [1,y,2,9y] C P*(R).
Notiamo che in questo piano la conica xy — zy = 0 si scompone come y(z — z) = 0. Pertanto
l'intersezione ¢ una conica formata dalle due rette y = 0 e x — z = 0 nel piano A+, e risulta

quindi degenere.
O

Soluzione 2. (1) Per trovare i punti singolari di C' dobbiamo risolvere il sistema delle derivate

parziali di F'(zg,z1,x2), ovvero

g =0 —2x179 — 123025 + 23 + 2425 = 0
g—ﬁ =0 ~ x% — 2209 = ;1:2(3:2 — 2350) =0
g_;i =0 2179 — 2wo1 — Gxg + 2x9x9 =0

Osservando la seconda equazione del sistema dobbiamo analizzare i seguenti due casi:

(a) (Caso w9 = 0) Sostituendo w5 = 0 nella prima equazione otteniamo 24x2 = 0 che ha come
unica soluzione zy = 0. Poiché anche la terza equazione risulta identicamente nulla abbiamo
che un punto singolare ¢ A = [0,1,0].

(b) (Caso x5y = 2xy) Sostituendo nella prima equazione otteniamo l'equazione —4x o + 4x3 =
4xo(xog — 1) = 0, che fornisce come soluzioni o = 0 oppure zo = 1. Se zo = 0 dall’ipotesi
abbiamo x5 = 0 e quindi ritroviamo il punto A. Considerando quindi x¢y = x; troviamo il
punto B = [1,1,2]. Questo ¢ un punto singolare in quanto verifica anche la terza equazione
del sistema.

Per studiare le singolaritd nei due punti partiamo da B = [1,1,2]. Notiamo che B € U; =

{[®o, z1, To]|71 # 0} C P?(C). Dotiamo U; = A?(C) di coordinate (x,y) in modo tale che x = %0

1

ey = ﬁ—f Pertanto possiamo deomogeneizzare I'equazione di C' rispetto a x; e considerare quindi

la traccia affine C" = C' N U;. Otteniamo dunque che 'equazione di C’ ¢ la seguente:
C':y? — 2oy — 62%y + 2y + 82 =0

Per studiare la singlaritd in B dobbiamo traslare C’ in modo tale che B coincida con 'origine.

Per fare cio usiamo la trasformazione:
X=x-1 r=X+1
Y=9y—2 y=Y +2



Sostituendo otteniamo ’equazione:
82° — 62%y + 122° + xy® — 102y + 24> = 0

Notiamo che la forma di grado 2 non ¢ nulla e pertanto in B la curva ha un punto doppio. Per

calcolare le tangenti principali dobbiamo fattorizzare la forma
1227 — 102y + 2y* = 2(3z — y)(22z — y)
Pertanto le tangenti principali (traslate) sono y = 3x e y = 2z. Invertendo la traslazione troviamo
le tangenti principali originarie
Li:y—2=3x—-1) e Ly:y—2=2(xz—-1)
Analogamente per il punto A = [0,1,0], che ora corrisponde all’origine in Uy, si ha un punto
doppio con tangenti principali date dalla fattorizzazione della forma:
y* =2y = y(y — 2)
Pertanto le tangenti principali in A risultano
Ri:y=0 e Ry:y=2

L’equazione di C" = C' N U; abbiamo visto essere la seguente:

y? — 2xy — 62y + 2y® +82° =0

Gli asintoti corrispondono alle rette tangenti ai punti impropri. Percid intersechiamo C’ con la
retta all'infinito ;1 = 0 di U;. Sostituendo nell’equazione della chiusura proiettiva di C”, che

corrisponde a C', la condizione x; = 0 otteniamo:
CN{x; =0}: —6x3wy + w023 + 825 =0

Raccogliendo xq otteniamo xq(8z3 — 6x9zs + 23). Risolvendo I'equazione di secondo grado omo-
genea in parentesi otteniamo le due soluzioni 2zy = x5 € 4xy = x5. Pertanto i punti impropri di
C’ sono P, =[0,0,1], P, = [1,0,2], P; = [1,0,4]. Calcoliamo i 3 asintoti associati:
(a) (Caso P;) Abbiamo che la retta tangente a C' ¢ data da

OF OF OF

— (P, —(P —(P)xs =0

0350( 1)To + 8:61( )71+ axg( 1) T2

Sostituendo si ottiene la retta:
Sl X+ x = 0

(b) (Caso P») Abbiamo che la retta tangente a C' ¢ data da
oF OF oF
8_3;0<P2)x0 + a—xl(Pz)ml + 8_132<P2):[;2 =0

Sostituendo si ottiene la retta:

SQ . —4IEO —2$2 =0



(c) (Caso P3) Abbiamo che la retta tangente a C' é data da

OF oF OF
8—%(.[33)1’0 —|— 8_371(P3>x1 —I— 8_{@(P3)x2 = O

Sostituendo si ottiene la retta:
Ss 1 —12x9 + 81 + 222 =0
Nel piano affine A?(C) = U, le equazioni dei tre asintoti risultano:

r+1=0 e —-4dr—-2y=0 e —122+2y+8=0



