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Esercizio 1. Sia V = {ag+ait+ast? | ag, a1, as € R} lo spazio vettoriale dei polinomi a coefficienti
reali di grado al pit1 2, con base B = {1,t,t?}. Sia b: V x V — R la mappa definita da:

b(f,9) = F(1)g(1) + f(0)g(0) = f(=1)g(=1).
(1) Dimostrare che b ¢ bilineare e simmetrica,

(2) Sia q(f) = b(f, f) la forma quadratica associata a b. Scrivere ¢ in coordinate rispetto a B
come q(ag, a1, as) = q(ap + ait + ast?) e trovare la sua matrice associata M;

(3) Sia A% = A2 il piano affine reale. Si consideri la conica 'y, = {(a1,az) € A? | g(ag, a1, az) = 0}
al variare di ap € R fissato. Classificare la conica I'y, per ogni ap € R;

(4) Sia P? = P% il piano proiettivo reale e sia @ = {[ag, a1, az2] € P? | g(ag,a1,az2) = 0}. Trovare
una proiettivita ¢: P? — P? tale che p(Q) = {2? + 23 — 22 = 0} (hint: ¢ ¢ somma di quadrati
e opposti di quadrati). Dedurre la segnatura di g;
(5) Dire se la proiettivita ¢ ha un punto fisso.
Esercizio 2. Sia A2 = A2 il piano affine reale. Si consideri la seguente quintica in A2:
: flz,y) =2y +y* -2 =0.
Sia P2 = P il piano proiettivo reale con coordinate [z¢, 1, z2]. Si identifichi A? 2 {z( # 0}.
(1) Si scriva equazione della chiusura proiettiva I' C P? di T';

(2) Si dimostri che la curva T ha un unico punto singolare P e si scrivano le equazioni delle
tangenti affini reali a I' in P nelle coordinate (z,y) € A?;

(3) Si scrivano le equazioni affini nelle coordinate (z,y) degli asintoti di T

(4) Sia F il polinomio omogeneo che definisce equazione di T'. Si consideri la quartica:
oF
CZ G(l’o,lﬂl,fﬂQ): 7(1’0,1’1,1’2):0.

81‘2

Si calcolino i punti singolari e i flessi di C;

(5) Siano Pp, P» € P? i due punti all'infinito di T e sia Py = [1,2,—+/2] € P? . Si dimostri che i
punti {P, Py, Py, P3}, dove P ¢ definito al punto (2), sono in posizione generale.



Soluzione Esercizio 1. (1) La funzione b ¢ chiaramente simmetrica. Ci basta dimostrare la
linearita in una sola entrata. Inoltre, b = by + by + b_1, dove b;(f,g9) = f(i)g(i). Ci basta
dimostrare che b; ¢é lineare nella prima variabile per ogni 4. Infatti, si ha che, per ogni A\, u € R
e f,g,heV:

bi(Af + ng, h) = (Af(@) + pg (i) h(i) = Af(i)h(i) + pg(D)h(i) = X~ bi(f, k) + p - bi(g, h).
(2) Scriviamo la forma quadratica ¢ in coordinate rispetto alla base B:
q(ag, a1, as) = qlag + art + ast?) = (ap + a1 + az)? + a3 — (ag — a1 + as). (1)

Possiamo scrivere la matrice M = (Q;;);; associata a ¢ in due modi. Possiamo espandere i
quadrati nell’Equazione (1) e ottenere:

q(ag, ay,az) = a?) + 4agay + 4ajaz

oppure scrivere i coefficienti della matrice @) sfruttando la forma bilineare b:

Q11 = 5(17 1) =1, Q12 = b(l,t) =2, Q13 = b(l,tz) =0
Q21 = Q12 =2, Q22 = b(t,t) =0, Q23 = b(t,1?) = 2
Q31 = Q13 =0, Q32 = Q23 = 2, Q33 = b(t*,1*) = 0.
In entrambi i casi, si conclude che:
apg a; a2
1 2 0
M o 90 (2)
aiy 2 0 2
a2 0 2 0

(3) La matrice associata a I'y, & molto simile a quella di ¢ nell’Equazione (2), con laccortezza
che ora ap € R non ¢ pill una variabile, ma una costante. La matrice associata a I',, & quindi:

1 a; az
1 at 2a9 0O
M,y = 0 =0
a1 2@0 0 2
a2 0 2 0
Notiamo che det(M,,) = —4a3. In particolare, I',, ¢ riducibile per ag = 0 e irriducibile per

ao # 0. Se ag # 0, il determinante della sottomatrice quadrata:
ap a2
(Mao)O = a1 0 2
ag 2 0
¢ uguale a -4, dunque negativo. Questo ci dice che per ag # 0, I'y, € una iperbole. La conica

T’y & definita dall’equazione:
Fo: 4@1(12 =0



e in particolare é unione dei due assi a; = 0 e az = 0. Ne segue che I'y é unione di due rette.
Riassumendo:

r {conica degenere, unione di due rette se ag =0
ao

conica non-degenere, iperbole se ag #£ 0

(4) Usiamo I'Equazione (1). Eseguiamo un cambio di coordinate della forma:
Ty =ap—ay+az, x1=ay, I2=ap+a+as.
Questo ci da la proiettivita : P2 — P? della forma:
©([ag, a1, az]) = [ao — a1 + a2, ao, ap + a1 + as]

che ¢ ben definita in quanto la matrice associata:

-1 1
A=|1 0 o0 (3)
1 1 1

ha determinante 2 e rispetta p(Q) = {z? + 23 — 23 = 0}. La segnatura ¢ invariante sotto
trasformazioni invertibili, quindi ¢ ha segnatura (2, 1), dove 2 ¢ il numero di autovalori positivi

e 1 ¢ il numero di autovalori negativi.

(5) Sia A la matrice associata a ¢ come nell’Equazione (3). Essa ¢ tale che ¢([x]) = [4x]. Dunque,
si ha che:
o([x]) = [x] <= [Ax] =[x] < FIAe R {0} : Ax = Ix.

In altre parole, ¢ ha un punto fisso se e solo se la matrice A (o un suo multiplo per uno scalare
reale non nullo) ha un autovalore reale. Ricordiamo che l'insieme degli autovali ¢ determinato
dagli zeri del polinomio caratteristico, che é un polinomio a coefficienti reali in una variabile
di grado uguale all’ordine della matrice. In questo caso, A & una matrice 3 x 3. Dunque,
il polinomio caratteristico ha grado 3. Pertanto, esso ha almeno uno zero reale. Questo ci
dice che esiste almeno un autovalore reale, e dunque ¢ ha almeno un punto fisso. In effetti, il
polinomio caratteristico p4 () si scrive come:

1-x -1 1
pa(A) =det [ 1 A 0 | =1X+X=21=X)2+1=2-)1-))?
1 1—-Xx 1-2)

e si nota che pa(2) =2 —2-(—1)2 = 0.

Soluzione Esercizio 2. (1) L’equazione della chiusura proiettiva ¢ data attuando la sostituzione
T — 1, Yy — To e omogeneizzando il polinomio f rispetto alla nuova variabile xg. Si ottiene,
dunque:

T: F(xg,z1,22) = zize + zox5 — 102 = 0.



(2)

Dall’equazione affine si deduce che I'origine di A2, che corrisponde al punto P = [1,0,0] € P2,
¢ un punto singolare di ordine 4, e la curva I' ha grado 5. Pertanto, per il teorema di Bézout,
P ¢é 'unico punto singolare (si guardi la soluzione dell’Esercizio 2 della provetta 2023,/2024
per una spiegazione piu dettagliata).

In alternativa, possiamo calcolare il gradiente di F":

(oF o 0P\ _ e
VF = (83?0’ 8331’8.132) = (1'2 1'1,4(E1(£L'2 :EO)v:El +4$0x2) (4)

e controllare quando questo si annulla. Questo succede se vale il seguente sistema non-lineare:

r5—21=0 i =123 rf =23
423 (xg —29) =0 = (423 =0 \Y% Ty = T2
x} 4+ 4dxez3 =0 i+ 4dzozd =0 zf + 4dxozs = 0

e si vede che il primo sistema ha soluzione P = [1,0, 0], che ¢ un punto della curva, mentre il
secondo non ha soluzioni nel proiettivo.

Sempre dall’equazione affine, si ottengono le retti tangenti alla curva nelle coordinate affini.
Queste si ottengono fattorizzando la parte omogenea di grado pit basso:

2t —yt = 0= (z—y) (@ +y) @ + 7).
Pertanto, le uniche tangenti reali sono y = +=.

Le equazioni degli asintoti sono ottenute deomogeneizzando le equazioni proiettive delle
tangenti alla curva I' nei suoi punti all’infinito. Calcoliamo, dunque, innanzitutto i punti
all’infinito di T:

— o =0
TN{zg=0}: 14 *
rire =0
Otteniamo i due punti coordinati:
P1:[O,1,0], PQZ[OaOal] (5)

La tangente proiettiva a I' nel punto @ € I' ha equazione:

or
8350

(@ -0+ 2F

TQF 0 873';1

oF
(Q) - z1+ 87:62(@) ~zo = 0.
Nel caso dei due punti all’infinito, si ha che:

Tp,T: —x0+x2:0,Tp2f: x9g=0

1

Nel secondo caso si ottiene come asintoto la retta all’infinito, quindi I' & tangente alla retta
all’infinito. Nel primo caso, si ottiene un asintoto di equazione affine y = 1.



(4) Usando I'Equazione (4), otteniamo che la curva C ha equazione:

C:  G(xg,x1,72) = 4dxoxs + 2] = 0.

Andando a deomogeneizzare con xg = 1 e attuando la sostituzione zo — 1,21 = x,x9 — vy,
otteniamo che lorigine, corrispondente al punto proiettivo P = [1,0,0], & un punto singolare
di ordine 3. Visto che la curva C ha grado 4, applicando ancora il teorema di Bézout si ha che
P ¢é I'unico punto singolare. Per calcolare i punti di flesso, dobbiamo calcolare il determinante
Hessiano .77 del polinomio GG ¢ metterlo a sistema con G, ricordandoci di escludere i punti
singolari (in questo caso, 1'unico punto & [1,0,0]). Calcoliamo, pertanto, il gradiente e poi
le derivate parziali seconde di G. Usiamo la notazione G; = 0G/0z; per ogni i € {0,1,2} e
Gij = 0*°G/0z;0x; per ogni i,j € {0,1,2}. Allora:

VG = (G’o7 Gl, GQ) = (4.%%, 41‘?, 12%03}%),

Goo =0, Go1 =0, Goz = 1223
Gio = Go1 =0, Gy = 1227, Gi12=0
G20 = Goz = 1223, G2 = G2 =0, Gz = 24w012.

Quindi, il determinante Hessiano é dato da:

0 0 1223
He(ro,x1,20) =det | 0 1222 0 = —1232223.
1223 0 24xo7o

Mettendo a sistema con l’equazione della curva e con la condizione di non essere singolare,
otteniamo il sistema non-lineare:

4xors + 21 =0 4xors + 21 =0 dzor3 + 21 =0
[T0, 21, 22] # [1,0,0] [T0, 21, 22] # [1,0,0] [z0, 1, 22] # [1,0,0]

Il secondo sistema non ha soluzione, ma il primo ci da 'unico punto di flesso:

Fy =1[0,0,1].

Per verificare che { P, Py, P», P53} sono in posizione generale, possiamo verificare che esistono dei
rappresentanti p, p1, p2, ps € R3 \ {(0,0,0)} tali che P = [p], P; = [pi] per ogni i € {1,2,3}
e P; = [p + p1 + p2]. Notiamo che basta scegliere:

1 0 0 1
pP= 0 , P1 = 2 , P2 = 0 , P3 = 2
0 0 —V2 V2



