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Esercizio 1.

Si consideri la forma quadratica ¢ : R® — R definita da

xy
q( To > = 8x1x3 + 4dx173 + 21973 + az%
x3

sia b : R? x R? — R la forma bilineare corrispondente.
1. Determinare la matrice B associata a b.
2. Verificare che la forma bilineare sia degenere e calcolare lo spazio dei vettori isotropi.
3. Determinare la segnatura di q.

4. Determinare la matrice C' associata a b nella base B’ = {ej,e; — eg,€1 — ea — €3},
con B = {ey, es, e3} base canonica.

Esercizio 2.

Sia C' C A?(C) la cubica affine di equazione
?y—y+1=0
1. Determinare i punti singolari di C

2. Determinare gli asintoti di C'.

3. Calcolare i punti di flesso di C, dove C' & la chiusura proiettiva di C' in P%(C).
Provare inoltre che i punti trovati sono collineari e calcolare 'equazione della retta
che 1i contiene.
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Soluzione 1:

(1)

(2)

La matrice associata alla forma bilineare risulta:

B =

N = O
— O
— = N

Per verificare che la forma sia degenere e sufficiente calcolare il nucleo della matrice.
Poniamo quindi, per un vettore x = (xl, To ,xg) generico, il sistema BTz = 0.
Risulta:

0 4 2 ) 4oy + 223 =0
B=[40 1| |a]=(0,00) =4, +25=0
2 11 T3 201 + 2o+ 23 =0
I vettori che risolvono il sistema sono quelli generati da Span(v) = ((1, 2, —4)

).
Alternativamente, & possibile (e probabilmente piu rapido) verificare det(B) = 0.

Risulta det(B) = —4(4 — 2) + 2(4) = 0.

Per determinare lo spazio dei vettori isotropi, notiamo che la forma quadratica, per
un generico vettore v = (z1, 9, x3), puod essere riscritta come

q(v) = 8$11}2+4I1$3+2I2$3+$§ = 4ZE1(2$2+1’3>+1’3(2$2+ZE3) = (4$1+$3)(2[E2+$3)
I vettori che annullano la forma sono pertanto della forma

(0%} (6%)
B ) B2 a;, B €R
—4o -2,

La segnatura della forma quadratica e determinata dai segni degli autovalori della
matrice B. Il polinomio caratteristico e:

4
det(B—M)=|4 A
2 1

Risolvendo det(B — AI) = 0, risulta

AN =A=21)=0

1+v/85 Ao = 1-v85
2 N3 — .

che ammette come soluzioni Ay = 0, Ay = 5

La segnatura risulta pertanto (1,1).

Siccome la nuova base {fi, fo, f3} € tale che fi = ey, fo = €1 — e, f3 = €1 — ey — €3,
risulta

er=f e=e—fo=fi—fo es=e1—ex— fs=[fz3—fo

da cui si ha
v = x1e1+x0e2tx3es = 1 fi+ao(fi—fo) fas(fo—f3) = (w1422) i+ (x3—22) fo—23 f3

2
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Ne segue la seguente relazione tra le coordinate rispetto alle due basi:
/ / /
Ty =2X1+ T2 Tog=2T3— Ty Tz3= —I3
e ricavando le variabili note rispetto a quelle nuove si ha

, —

/ / / / /
T1 =T +Tyg— Ty Tog=—Ty— Ty T3= —T3

Applicando le nuove variabi all’equazione della forma quadratica si ha

q(v> = lexz + 41’1%3 + 2.%‘23;'3 + I‘% =

= 8(a) + y + 75)(—af — @) + A2 + oy + 25)(—w) + 2(—ay — 2h)(—w) + (—z5)’

o W] W, 2 W, 2

Per cui la matrice corrispondente risulta

0 -4 —6
C=1-4 -8 -9
-6 -9 -9

Alternativamente, definendo con M la matrice le cui colonne sono i vettori della
base B, si ottiene facilmente C' = MTBM.

Soluzione 2:

(1)

Troviamo anzitutto i punti singolari di C', che sono i punti (z,y) € C per cui vale
I’equazione

Vf(ﬂf, y) = (21’y, ZE2 - 1) = <O7 0)

Notiamo subito che gli unici valori che soddisfano la richiesta sono (z,y) = (+1,0),
ma per nessuno dei due punti trovati ’equazione si annulla - f(£1,0) = 1 # 0 -
pertanto la curva C' non ammette punti singolari su essa.

Per trovare gli asintoti, occorre trovare le tangenti principali ai punti impropri nella
chiusura proiettiva C' C P?(C):

2 2 3
F(xo, x1,20) = 2709 — x5 + X))

Per ottenere i punti impropri, intersechiamo la chiusura proiettiva C' con la retta di
equazione xg = 0, ottenendo I'equazione x2z5 = 0. Otteniamo di conseguenza due
punti impropri per C: P=[0:1:0e @ =1[0:0:1].

Cominciamo dalle tangenti principali a P. Ponendoci nella carta U; = {z; # 0} (e
supponendo per comodita z; = 1) ’equazione della chiusura proiettiva risulta

2 2
F(xo,1,29) = x9 — w20 + X

Siccome le tangenti principali si ottengono fattorizzando il termine omogeneo di
grado minore in fattori lineari, risulta

(L’QZO
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Disomogeneizzando nuovamente (ponendoci nella carta affine Uy = {xg # 0} e
ritornando al sistema di coordinate originario, troviamo che il primo asintoto e dato
dalla retta y = 0. Quindi, I'asse delle ascisse e asintoto per la curva C.
Procediamo analogamente con ). Ponendoci ora nella carta affine Uy = {xo # 0}
otteniamo la curva

2 2 3

Ancora, fattorizzando il termine omogeneo di grado minore, otteniamo
vl — 25 = (x1+ 20) (11 — 10) =0 <= 71 = £
Tornando alla carta affine Uy, otteniamo come asintoti le rette x = +1.

Sappiamo che i punti di flesso della chiusura proiettiva C' sono i punti non singolari
della stessa curva che annullano il determinante dell’Hessiana. Risulta

—2$2 + 61’0 0 —2.1'0
0 = Hp(xg, 1, 2) = det 0 2r9 211 | = 8(—x(2)m2 + 221y — 32027)
—21‘0 2ZE1 0

Possiamo mettere a sistema la condizione ottenuta con 1’equazione della curva per
ottenere i punti di flesso

{x%xg — xdrs + a2 =0

—x31y + 23wy — 3wxi =0

Sottraendo la prima equazione dalla seconda membro a membro otteniamo la con-
dizione x((3z% + x3) = 0. Posto zy = 0, 'unico punto candidato ad essere flesso
e P, che risolve entrambe le equazioni. () va ovviamente scartato essendo punto
singolare per la chiusura di C'.

Posto ora 3z% + 22 = 0, la prima equazione del sistema risulta:

2
THx 4
- % 2 xlry +ad = —§$3$2 + a8 =0 <= 22(—4a9 +31) =0
Se g = 0 allora anche x5 = 0 e torniamo al punto singolare P gia escluso in

_ 4 S 2 2
precedenza. Supponendo ora xy = 379 riscriviamo zj + 3z7 come

16

43

T2

E troviamo i punti di flesso

%:i;—\jg:l]:[él\/g:j:élz':i%\/g]

Notiamo infine che tutti e tre i punti di flesso (P e gli ultimi due) giacciono tutti
sulla retta proiettiva 3zq — 4x5 = 0, e sono dunque collineari.



