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Esercizio 1

Sia P2 lo spazio proiettivo reale tridimensionale dotato del riferimento proiettivo standard
di coordinate omogenee [xg, x1, T2, x3]. Si considerino, al variare del parametro k, le rette
proiettive di equazioni

rExo+ 2k +x3 =29 — 29 =0 s:x1+xg=2x3—21 =0.
1) Per i valori di k per cui 1 e s sono incidenti determinare un piano che le contiene.

2) Per i valori di k per cui ri e s sono sghembe determinare una retta t¢j incidente a 7y e s
e passante per P = [1,0,0,0].

3) Si dica per quali valori di k& due delle seguenti quadriche sono proiettivamente equivalenti:
Cr:ad—a?+a2i-22=0
Co : w2 + 222 — (4ag +23)> =0
Dy : 28 — 23 + (2k + 6)23 + 22 + 2kzoz; = 0

Esercizio 2
Sia E? il piano euclideo dotato di un riferimento cartesiano ortonormale di coordinate
(z,y). Si consideri, al variare di k, la matrice

2 | -2%k-2 k-1
A= | —2k—2| 5k—1 2
—k—-1 2 b5k — 4
e la conica Cy, di equazione:
1
Ck:[l T y]Ak xz | =0.
Y

1) Sapendo che Det(A4y) = —25(k — 1)3, classificare Cy, per i valori di k per cui la conica &
non degenere.

2) Sia ko un valore di k per cui C; & una parabola. Scrivere la sua forma canonica affine e
un’isometria che trasforma Cj, nella sua forma canonica euclidea.

3) Ricavare ’equazione cartesiana (nelle coordinate (z,y)) dell’asse di simmetria di Cy,.



Esercizio 3
Siano A; e As due insiemi qualsiasi. Si dice unione disgiunta di A; e A, I'insieme

AU Ay = (Al X {1}) U (AQ X {2}) .

Siano (X,7x) e (Y, 7y) due spazi topologici. Si chiama unione disgiunta di X e Y
I'insieme X U'Y munito della topologia 7 :={U UV : U € 7x,V € 7y }.

1) Verificare che 7 & una topologia;
2) X UY non ¢ mai connesso;
3) Dimostrare che se X e Y sono compatti anche X UY & compatto;
4) Dimostrare che se X e Y sono Ty, X UY & Ts.

Suggerimento: per ogni A # () si ha (Ax0) =0 e (AUD) # 0.

Esercizio 4
Si consideri R e la collezione

7={Ac]eeR,e> 0} U{0R}

con
Ac=(-1—-¢,-14+e)U(l—¢€1+e).

1) Dimostrare che X := (R, 7) & uno spazio topologico;

2) Discutere compattezza, connessione e dire quali assiomi di separazione (Ty, 11,75, .. .)
sono soddisfatti da X;

3) Si consideri f : X — X con f(z) =z se|z|] <le f(z)=—zselz|>1 feun
omeomorfismo?



Soluzione dell’esercizio 1

Due rette in P? sono incidenti o sghembe e quello che discrimina in quale dei due casi
siamo ¢ il determinante della matrice ottenuta mettendo per righe i coefficienti delle 4
equazioni (2 per 7 e 2 per s) in gioco. Sia quindi A la matrice

1 2t 0 1
-1 0 1 0
1 1 00
-1 0 1
Il determinante di A ¢
1 2t 1
Det(A)=—Det [ [1 1 0| ]| =-(1-(2k+1)) =2k
0 -1 1

da cui deduciamo che i e s sono sghembe se e solo se k # 0.

Poniamo k£ = 0 per analizzare il caso in cui le due rette sono incidenti. Si ricava facilmente
che il punto di intersezione tra ro e s € [1, —1,1, —1]. Siccome z; (rispettivamente x2) non
compare nelle equazioni di r (rispettivamente s), i punti [0,1,0,0] e [0, 0, 1, 0] appartengono
ciascuno a una delle due rette (ma non ad entrambe). Il piano che le contiene & quindi il
piano identificato dall’equazione

cioe dall’equazione xg + x3 = 0.

Supponiamo ora k % 0. Tra tutti i piani contententi s, i quali sono parametrizzati dal
fascio
Mzo + 1) + p(xg — 1) =0

I’'unico che passa per il punto P e quello per cui
A1)+ p(0)=0
cioe w1 : 1 — x3 = 0. Il fascio di piani contenenti rj ¢
Mo + 2kxy + x3) + p(xg —x9) =0

da cui si ricava che il piano w9 contenente 7 e passante per P e mo : 2kx1 + 29 + 23 = 0.
La retta t; ¢ l'intersezione dei due piani ricavati e quindi ha equazioni cartesiane

- 1 —x3=0 N x1—23=0
k- 2kx1 + 29 +23=0 (2k + 1)z + 22 = 0.

Notiamo prima di tutto che C; ¢ non degenere mentre Co ¢ degenere poiche la matrice
associata ha rango 3. Quindi non possono essere proiettivamente equivalenti. Il polinomio
caratteristico della matrice associata alla conica D, ¢

YO = (A = VI +4k2) (A + V1 + 4k2)(A — (2k + 6))(A — 1).

Quello che interessa ¢ il segno degli autovalori.



[k < —3] Abbiamo 2 autovalori positivi e 2 negativi, quindi Dy, e C; sono proiettivamente
equivalenti.

[k = —3] Abbiamo 2 autovalori positivi, uno negativo e uno nullo, quindi Dy, e C2 sono
proiettivamente equivalenti.

[k > —3] Abbiamo 3 autovalori positivi e uno negativo quindi Dy non puo essere equivalente
aCioa(Cs.

Soluzione dell’esercizio 2
La matrice associata alla conica Cj,

2 | -2k-2 —k-1

A= | —2k—2| 5k—1 2
—k—-1 2 ok —4

mentre
5k —1 2
B = [ 2 5k—4 ]
e la matrice dei termini quadratici.
Siccome Det(Ag) = —25(k — 1)3, Det(B},) = 25k(k — 1) e Tr(Bg) = 5(2k — 1) abbiamo i
seguenti casi:

k < 0 Ellisse;

k = 0 Parabola;

0 < k < 1 Iperbole;

k =1 Conica degenere;
k > 1 Ellisse.

Il valore che ci interessa analizzare ¢ quindi kg = 0. Essendo Cy una parabola, la sua forma
canonica affine ¢ y — 22 = 0. Riduciamo Cy a forma canonica euclidea. La matrice dei

termini quadratici e
-1 2
-3 4]

che ha autovalori 0 e —5. Due autovettori indipendenti sono

e[4] w2

quindi possiamo considerare la matrice ortogonale speciale

M:\f{—g i]

che corrisponde a una rotazione del piano. Se cambiamo coordinate ruotando il sistema di
riferimento utilizzando la rotazione R abbiamo che la relazione che intercorre tra le vecchie

coordinate e le nuove ¢
R:{ $1:T5(x—2y)

y1 = %2z +y)



e che l'espressione della conica Cy in queste coordinate e
0=—a?+4day —4y? —do — 2y +2 =

1 4 4 45 2v5
=—(n +21/1)2—5(—2501 +y1)2+5(—2$§+2y%—3951:91)—7(331 +2y1) ——— (2@ +y1)+2 =

5
1 4/5 24/5
= fg(x% + 4y? 4+ 1622 + 4y? + 822 — 8y?) — T(:c1 +2u1) — T(*Qxl +uy)+2=
10v/5

La conica & quasi ridotta in forma canonica infatti possiamo raccogliere come segue i
termini:

0=—a?+4doy —4dy? —de —2y+2=[.] = =522 — 2Vby; + 2 —=
LV5 L VB
g =T n
NGERYA
ot ) =G (e

Effettuando l'isometria direttaﬂ (una traslazione composta con una rotazione di )

To = —I1
G: E
Y2 = —y1+ 5
la parabola e ridotta a forma canonica : si scrive infatti come

_ V5o,
y2 = 5 o

S

L’asse della parabola nelle coordinate (z2,y2) & r : zo = 0. Basta andare a sostituire le
vecchie coordinate per ottenere 1’espressione voluta:

m2:0<:>x1:0<:>x—2y:0<:>y=g.

Soluzione dell’esercizio 3
L’insieme vuoto e X LY appartengono a 7 per definizione di 7. Siano A, =U; UV; € 7
con i € {1,2}. L’intersezione A; N Az coincide, per definizione, con

(UL V1) N (U2 U V) = [(Ur x {1}) U (Vi x {2H] N [(Uz x {1}) U (Va x {2})] =

=((UiNUz) x {1H U ((VinVa) x {2}) = (U1 NU2) U (V1 N V3)
che ¢ ancore un elemento di 7 poicheé 7x e Ty sono topologie e sono chiuse per intersezioni
finite. Similmente
Uwiuvy) =JwyuJwi)
icl icl jer

quindi, anche la proprieta di chiusura per unioni arbitrarie ¢ soddisfatta: 7 ¢ una topologia
su X.

] fatto di prendere x2 = —x1 serve solo per considerare un’isometria diretta



Supponiamo che X e Y siano compatti. Sia {A;};c; un ricoprimento aperto di X LY con
A; = U; UV;. Siccome gli insiemi A; coprono X U'Y avremo

xuy ={Jw;uvy) = JwyuJwy)

iel iel jel
cioe
X =)
el
e
Y =)V
jel

Per il fatto che X e Y sono compatti abbiamo che esistono due famiglie finite di indici
I'={ir,...;in}eJ ={j1,...,jm} tali che {U;}, ; e {Vj}, 7 siano sottoricoprimenti aperti
e finiti. Sia H =T U J:

Jwiuvy=UJwyu Jwy) =xuy

icH i€H jEH

quindi abbiamo prodotto un sottoricoprimento finito del ricoprimento dato: X LY e
compatto.

Un punto di X UY & del tipo {P} U0 o @ {P}. Supponiamo che X e Y siano T5. Siano
Q1, Q2 due punti distinti in X UY. Se Q; = {P,} U0 con P, € X (0o Q; =0 U {P;} con
P; € Y) allora sappiamo che esistono due aperti Uy e Uy di X che sono disgiunti e tali
che P, € U;. Due aperti Vi,Vo di X UY che tali che Q; € V; e V1 N V5 = ) sono allora
V; := U; N 0. Se invece, dopo avere al pitt scambiato i due punti, si ha Q1 = {P} Ul e
Q2 = 0 U {P,} allora possiamo prendere V; = X Ul e Vo = ) UY. Questo mostra che
XUY eTyse X eY losono.

Ricordiamo che
XUY =X x{1hHhu((Y x{2}).

Questo vuol dire che
(XUp® =X x 1) = (¥ x{2}) = (OuY).

In particolare abbiamo mostrato che (| UY) € in contemporanea un insieme aperto (per
definizione) e un insieme chiuso (percheé complementare di un aperto): questo ¢ equivalente
a dire che X LY non & connesso.

Soluzione dell’esercizio 4

Per mostrare che (X, 7) & uno spazio topologico basta mostrare che 7 & una topologia.
L’insieme vuoto e X appartengono per ipotesi a 7. Presi due aperti U; e Uy sappiamo che
esistono € e €y tali che U; = A,,. Abbiamo

UpnU; = Ae1 N Aez = Amin(q,ez)

quindi 'intersezione di due aperti appartiene a 7. Si consideri ora una collezione di aperti
(diversi dal vuoto e da X) U; = A, con i € I e se ne consideri 'unione:

U= Ju=JA..

iel el



Se s := sup;c;(€;) € finito abbiamo

U=JA, = A,

il

mentre se il s ¢ infinito vale
U=|JA, =R=X.
el
In entrambi i casi abbiamo che 'unione di arbitrari elementi di 7 ¢ ancora un elemento di
7 e questo basta per concludere che 7 & una topologia su X.

Tutti gli aperti non vuoti di X si scrivono come unione di intervalli aperti di R: si ha
quindi che 7 € una topologia comparabile con quella euclidea su R. Essendo piu debole
(perche non tutti gli aperti di (R, 7.) sono aperti di (R, 7)) possiamo concludere che (X, )
€ connesso.

(X, 7) non ¢ compatto infatti la collezione di aperti Uy, := Ap11 = (—n — 1,n+ 1) copre X
ma non esiste nessun sottoricoprimento di X che sia finito.

(X, 7) non & Tp infatti ogni aperto che contiene P = 1 contiene anche @ = —1 e vale il
viceversa. Di conseguenza (X, 7) non ¢ nemmeno T} e T.

Osserviamo che f & continua: si ha infatti che f~!(A4.) = Ac e quindi la controimmagine
di un aperto € un aperto. f & invertibile con inversa uguale a f stessa infatti f o f = Idx.
In particolare f~! = f & continua e questo basta per concludere che f ¢ un omeomorfismo.



