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Esercizio 1
Si consideri il piano affine reale A2 munito di un sistema di coordinate cartesiane (x,y) di centro O.

Si consideri, al variare del parametro reale k, la conica di equazione
G : —4x2+8xy—3x—4y2+ (k+4)y=3.

e Scrivere la forma canonica della conica al variare di k;
e Posto k = 1, scrivere un’affinita che riduce a forma canonica la parabola 4 ;
e Scrivere, se possibile, un’affinita che trasforma %] nella conica 2 di equazione x +y? +3 = 0.

In caso contrario, motivare la risposta.

Esercizio 2
SiaP3 1o spazio proiettivo reale e sia [xo,x1,X2,x3] un sistema di coordinate proiettive. Si considerino

i seguenti sottospazi proiettivi:
S1:2x1 —x0+x3 =xp —x3 =0,

Srixo+x1—xp+x3=x1—x9=xp —2x9—x3 =0,
S3:ix1+x3=x2—x90=x2+x1 =0.
e Siricavino le dimensioni di S;, 57,53 € S1 N Sy;
e Si scrivano delle equazioni cartesiane per 7' =< 51,5, >, il piu piccolo spazio proiettivo

contenente S; e S»;

e Ricavare U =< §7,5,,83 >, il pil piccolo spazio proiettivo contenente S1,S5, e S3.



Esercizio 3

Si considerino i seguenti sottoinsiemi di & (R):

) ={(a,b)la<beZN(a,b)=0} e %:{U(n—s,n+8)|e>0}.

nez

e Sidimostri che 4 := .@/] U.a% ¢ una base per una topologia 7 su R. In quanto segue si indichi
con X lo spazio topologico (R, 7);

e Sidicase X ¢ 71 o connesso;

e Ricavare la chiusura di {9/4} e di {0} in X.

Esercizio 4

Si considerino i sottospazi topologici X,Y e W di R? (munito della topologia euclidea) definito da
X ={(xy) eR?*|y>2},Y = {(x,y) eR*|y —" > 2}

W={(xy) ER*|(x=3)(y-2) > 1}

e 7 visto come sottospazio topologico di (R, 7,). Sia f : W — Z una qualsiasi funzione continua.
e Si dica quali spazi, tra X,Y e W sono omeomorfi tra loro. Se ce ne sono due omeomorfi
esibire un omeomorfismo;
e Si dica quali valori pud assumere la cardinalita dell’immagine di f facendo un esempio per

ogni caso possibile.



Soluzione dell’esercizio 1
La matrice rappresentativa della conica ¢

~3  —3/2 k/2+2

A=| =3/2 —4 4
k/242 4 —4
e soddisfa
Det(A) = k*> 4+2k+1:
la conica ¢ degenere se e solo se k = —1. Il determinante di Ag, la matrice dei termini quadratici, &
invece nullo per ogni valore di k. Abbiamo quindi che %), ¢ una parabola per k # —1 con forma
canonica y — x> = 0. Se k = —1 la matrice A ha rango 2 (infatti il minore A3 3 € diverso da 0). La

conica ¢ quindi una parabola degenere. Provando a ridurre con il metodo di completamento dei
quadrati si vede che I’equazione di 4’| si puo scrivere come

dx—y)?+3(x—y)+3=0
che dopo un cambio di coodinate diventa
4X*+3X +3=0.

Con questa scrittura & evidente che % € una parabola degenere a punti non reali la cui forma
canonica ¢ quindi
X +1=0.

Poniamo k = 1 e cerchiamo di ridurre %) a forma canonica. La seguente catena di uguaglianze
—4x% 4+ 8xy —3x—4y* + 5y —3 = —4(x* —2xy+y*) + 5y —3x—3 = —(2(x —y))* + (5y - 3x— 3)
suggerisce il seguente cambio di coordinate

X =2(0-y)
K Y=-3x+5y-3

che rappresenta un’affinita in quanto la matrice [ ] ha determinante diverso da 0. Tramite

-3 5
questo cambio di coordinate abbiamo quindi che la parabola si scrive come ¥ = X? : & ridotta in
forma canonica.

L affinita esiste poiche le due coniche hanno la stessa forma canonica essendo entrambe parabole.
La conica 2 ha equazione x +y*> + 3 = 0 che si puo scrivere nella forma

—(x+3) =y~

L) X=y
g.{ Y=—x-3

riduce I’equazione di 2 nella forma Y = X?: & un’affinita che permette di mandare la parabola
nella sua forma canonica %, la stessa di 4. Di conseguenza

-1 . x=-Y-3

Di conseguenza, I’ affinita



consente il passaggio dalla forma canonica 6 a & e

/
4, | X ==(-3x+5y-3)-3=3x—5y
§ of’{ Yy =2(x—y)=2x—2y

& un’affinita che trasforma %] in 2.

Soluzione dell’esercizio 2
Le due equazioni che definiscono S; sono indipendenti quindi S; ha dimensione 1: & una retta in P3.
Le tre equazioni che definiscono S, sono invece dipendenti: si ha infatti che

—(x0+x1 —x24+x3) + (X1 —x0) = x2 — 2x0 — X3

da cui deduciamo che le ultime due equazioni (che sono indipendenti) descrivono S, anche senza
la terza equazione. Di conseguenza anche S, ¢ una retta e ha dimensione 1. Le tre equazioni che
definiscono S3 sono invece indipendenti: S3 ha dimensione 0 ed € un punto (per la precisione di
tratta del punto [1,—1, 1, 1]). Per ricavare la dimensione di S; NS, mettiamo a sistema le equazioni
che li definiscono:

2x1 —x2+x3=0 Xy = X3 Xy = X3

X —x3=0 X| =X X| =X 2

2 3 N 1 0 N 1 0 X():O

x1—x9=0 2x1—x04+x3=0 2x1 =0 0
X1 =

XZ—ZXQ—X3:0 XQ—Z)C()—X3:0 2X0:0 !

Questo basta per concludere che S; NS, & il punto P = [0,0, 1, 1] e quindi ha dimensione 0.

Dalla formula di Grassmann abbiamo che Dim(7) = 1+ 1—0 = 2: T & un piano. Ricaviamoun
punto che stia su S; ma non su S, e uno che stia su S ma non su §;. Ad esempio i punti

P =[1,0,1,1 P:=[1,1,1,—1]

soddisfano questa richiesta. Per costruzione P, P; e P, sono indipendenti quindi generano il piano 7.
Delle equazioni per T si possono ottenere chiedendo che il rango di

0 0 1 1
1 0 1 1
A= 1 1 1 -1

X0 X1 X2 X3

non sia massimo: basta chiedere che il determinante di A sia O.

L0 0 o 011
0 = det(A) = det L1 1 -1 =4det| |1 1 —1||=
X1 X2 X3
X0 X1 X2 X3
0 0 1 | ’
= tdet 1 2 —1 :j:det<[ :|>IXQ—X3—2)C1.
X1 X2 —X3

X1 X2—X3 X3
Un’equazione cartesiana per il piano 7" ¢ quindi x, —x3 —2x; = 0.

Ricordando che S5 = [1,—1,1,1], possiamo controllare se S3 appartiene a T sostituendone le
coordinate nell’equazione di T: 1 — 1 —2 # 0 da cui deduciamo che S3NT = 0. Questo vuol dire
che U =< 81,5,,83 >=<T,53 >= P> (e ha dimensione 3).



Soluzione dell’esercizio 3

Tutto lo spazio si scrive come unione di elementi di 4 infatti R stesso € un elemento di Z (R € @%).
Si vede facilmente che ’intersezione di elementi di & ¢ ancora in %. Ad esempio si pud notare
cheseA; € oy e B; € o5 alloraA| NAy € o/, BiNBy € 9h e AjNB) € .

Mostriamo che X non & 77: ad esempio mostriamo che la chiusura di {0} deve contenere Z. Sia
. T € N .
a € Z e supponiamo, per assurdo, che a € {0}. Allora a € {0} che & un aperto. Ma ogni aperto
. . . . , ¢ .
che contiene un intero deve contenere tutto Z. Quindi otteniamo ’assurdo: {0} contiene Z ma non

0. Non essendo chiuso {0} avremo che X non & 7j. Siccome la topologia T & meno fine di quella
euclidea avremo che X = (R, 7) & connesso poiche anche (R, 7,) lo &.

Siccome

A= <U(n—1/4,n+1/4)> ul U (n+1)|U(9/4,3)
ne’ neZ\{3}

& unione di elementi di 4 & un aperto. Poich¢ A® = {9/4} abbiamo che la chiusura di {9/4} &

{9/4}. Abbiamo gia visto che la chiusura di {0} deve contenere Z. Mostriamo che Z ¢ chiuso (e

che quindi coincide con la chiusura di {0}). Per farlo basta osservare che

7€ = J(n,n+1)

nez

¢ unione di elementi di 4.

Soluzione dell’esercizio 4
Il luogo (x—3)(y—2) = 1 & un’iperbole e W & ’unione di

WuU{x>3,y>2} e WuU{x<3,y<2}

che rappresenta anche una decomposizione di W come unione di due aperti propri disgiunti di W:
questo dimostra che W ¢ sconnesso. X invece ¢ connesso in quanto ¢ prodotto cartesiano di spazi
connessi. Di conseguenza, X e W non sono omeomorfi. Consideriamo I’applicazione

g: X - R?
(x,y) = (x,y+x%)

che & continua poiche le composizioni con le proiezioni sui fattori di R? sono polinomi (e quindi
sono continue come applicazioni da R? a R). Mostriamo che g(X) = Y. Il punto P = (xp,yp)
appartiene a X se e solo se yp > 2. L'immagine di P tramite g & un punto di coordinate (xp,yp +x3)
e questo punto appartiene a ¥ se e solo se (yp +x3) — (xp)? > 2 cioe se e solo se yp > 2 cioe se e
solo se P appartiene a X.

L applicazione 7 tale che (x,y) € Y  (x,y —x?) € R? & anch’essa continua e si vede facilmente
che hog =1dy e goh =1dy (cio¢ f e g sono biettive e continue). Siccome g(X) =Y abbiamo che
g ¢ un omeomorfismo da X a Y. Di conseguenza X ¢ omeomorfo a Y e W non ¢ omeomorfo a X (e
ay).

La topologia su Z ¢ quella discreta infatti ogni punto ¢ aperto:
{n}=m-1,n+1)NZ.

Sia f : X — Z una qualsiasi funzione continua. Siccome I’immagine di un connesso € un connesso
avremo che le due componenti connesse W) e W, di W avranno entrambe immagine contenuta
in una delle componenti connesse di Z: i punti di Z (perche la topologia su Z ¢ quella discreta).
Abbiamo appena mostrato che f(W;) = {n;} con nj,n, € Z eventualmente coincidenti. Quindi la
cardinalita di F(X) ¢ 1 o 2 a seconda che sia n; = n, o0 meno.



