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La retta

Una retta è un oggetto a priori caratterizzato dalle seguenti proprietà:

Si estende all’ infinito in due direzioni
Dati due punti distinti esiste una ed una sola retta per i due punti
dati due punti su una retta il cammino più breve per andare da un
punto all’altro è dato dalla retta stessa (la retta è una geodetica)
se togliamo un punto da una retta rimangono due pezzi separati.
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Si estende all’ infinito in due direzioni
Dati due punti distinti esiste una ed una sola retta per i due punti
dati due punti su una retta il cammino più breve per andare da un
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Esempio

retta

non rette
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(1736-1819)
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Il meccanismo di Peaucellier, 1864

Alfred Bray Kempe (1849-1922) dimostrò che ogni curva algebrica può
essere generata da un meccanismo appropriato.
In particolare è possibile costruire un meccanismo che genera la tua
firma .
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Costruzione con riga e compasso. Dai Greci a
Mascheroni

Mascheroni (1750-1800) nel libro Geometria del Compasso (Pavia,
dedicato a Napoleone) provo che tutte le costruzioni euclidee con riga e
compasso si possono ottenere con il solo compasso.
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Una curva piana è ...

Una curva nel piano cartesiano P = (x, y) ∈ R2 si può definire come:

Luogo di zeri di una funzione: {(x, y) : f (x, y) = 0}
Grafico: {(x, y) : y = y(x)}
Equazione parametrica: {(x, y) : x = x(t), y = y(t)}
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Luogo di zeri di una funzione: {(x, y) : f (x, y) = 0}
Grafico: {(x, y) : y = y(x)}

Equazione parametrica: {(x, y) : x = x(t), y = y(t)}



Curve Celebri

Marco Andreatta

Introduzione

Definizione alla
Decartes

Brachistocrona

Curve razionali ed
ellittiche

Una curva piana è ...
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Esempio

Ecco tre espressioni della stessa curva, una retta:

{(x, y) : 3x− 2y + 6 = 0}

{(x, y) : y = 3/2x + 3}

{(x, y) : x = 2t + 2, y = 3t}
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Si noti che la seconda definizione è la più speciale.
La prima è equivalente alla seconda se (e solo se) la derivata parziale
∂f/∂y 6= 0 in ogni punto della curva (teorema del Dini o delle funzioni
implicite)
La terza è equivalente alla seconda se (e solo se) la funzione t →
(x(t), y(t)) è iniettiva e (ẋ(t), ẏ(t)) 6= (0, 0).
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La questione

Problema
Dati due punti A e B in un piano verticale , determinare il cammino (i.e.
la curva) lungo il quale una particella mobile M, partendo da A e
scendendo unicamente sotto l’influenza del suo peso, raggiunge B nel
tempo piu breve. (βραχυς = breve, χρoνoς = tempo)
(Joh. Bernoulli, Acta Eruditorum 1696).
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Johann Bernoulli, 1667-1748
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Il dibattito

Il problema non era nuovo, come fece notare Leibniz a Bernoulli: lo
aveva considerato Galileo nel 1638 in Discorsi e Dimostrazioni
Matematiche, terza giornata, Teorema XXII. Galileo però propose,
erroneamente, che il cerchio fosse il più veloce di tutti i cammini
possibili.

La sfida lanciata da Joh. Bernoulli fu raccolta da (almeno) 5 matematici
che l’anno successivo diedero le loro soluzioni: Newton, Leibniz, de
L’Höpital, Jacob Bernoulli e lo stesso Johann Bernoulli.

La soluzione proposta da Bernoulli era sicuramente la più ingegnosa ed
elegante; costituita da una serie di passi successivi che andremo a
descrivere nel seguito.
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La soluzione di Johann Bernoulli

Prendiamo un sistema di riferimento cartesiano tale che il punto A sia l’
origine del riferimento, i.e. A = (0, 0), e che l’asse delle y sia rivolto
verso il basso.
Pensiamo inoltre che la curva ottenuta sia descritto come grafico ,
y = y(x), o eventualmente da due equazioni parametriche, (x(t), y(t)),
con t ∈ R.
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La soluzione di Joh Bernoulli

Passo 1. Il primo passo, dovuto a Galileo, consiste nel provare che, in
ogni momento della discesa, vale l’identità:

v =
√

2gy,

dove v è la velocità della particella e y la sua coordinata ascissa, mentre
g è l’accellerazione di gravità.

Questa identità si ricava dalla fisica, ad esempio dalla legge della
conservazione dell’energia : Ec + Ep = c,
dove Ec = 1/2mv2 è l’energia cinetica, Ep = −mgy è l’energia
potenziale e c una costante.
Si noti che, per la nostra scelta del riferimento cartesiano con A = (0, 0)
e assumendo la particella ferma in A, si ha che Ec = Ep = c = 0.
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dove Ec = 1/2mv2 è l’energia cinetica, Ep = −mgy è l’energia
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La soluzione di Joh Bernoulli

Passo 2. Bernoulli quindi discretizza il problema: ovvero divide il piano
in strisce orizzontali e assume che in ogni striscia la particella si muove
in linea retta. La curva in questa approssimazione si chiama lineare a
tratti.
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La soluzione di Joh Bernoulli

Passo 2. Bernoulli quindi discretizza il problema: ovvero divide il piano
in strisce orizzontali e assume che in ogni striscia la particella si muove
in linea retta. La curva in questa approssimazione si chiama lineare a
tratti.
Al limite, quando le strisce diventano infinitamente piccole, tende alla
curva cercata.
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Principio di Fermat

Passo 3. Il problema, nel caso della curva lineare a tratti, consiste nel
determinare l’angolo che ogni tratto rettilineo forma con la retta delle
ascisse. Per questo Bernoulli fa uso della legge sulla rifrazione ottica
detta di Schnell, o anche principio di Fermat; la luce naturalmente segue
il cammino più breve e la sua traiettoria soggiace a questo principio.
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Principio di Fermat

Teorema
Sia v la velocità in una striscia con angolo α e u la velocità nella
striscia successiva con angolo β. Vale l’uguaglianza

v/sinα = u/sinβ.

Nel limite quindi, detto α l’angolo che la tangente alla curva nel punto
P = (x, y) forma con la verticale e v la velocità della particella in P, si
ha che

v/sinα = cost.

v

u

a

b

x

α

β

A

B
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Prova del Principio di Fermat

v

u

a

b

x

α

β

A

B

Il tempo per andare da A a B, passando per x, è dato da

T(x) =
√

x2 + a2

v
+

√
(c− x)2 + b2

u

Ṫ(x) =
1
v

x√
x2 + a2

− 1
u

(c− x)√
(c− x)2 + b2

=
senα

v
− senβ

u

T(x) è minimo se Ṫ(x) = 0, i.e. se senα
v −

senβ
u = 0.
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Ṫ(x) =
1
v

x√
x2 + a2

− 1
u

(c− x)√
(c− x)2 + b2

=
senα

v
− senβ

u
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Osservazioni geometrico/algebriche

Lemma
Data una curva piana y = y(x), sia α l’angolo che la tangente forma
con la parallela all’asse delle ascisse. Vale l’identità

ẏ :=
dy
dx

=
cosα
senα

.

In particolare vale
1√

1 + (ẏ)2
= senα.

F

dx

dy
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Equazione differenziale della Brachistocrona

Passo 4.
Partendo dal Principio di Fermat, v/sinα = K,
inserendo l’ identità di Galileo, v =

√
2gy,

e la determinazione del seno con il lemma, 1√
1+(ẏ)2

= senα,

otteniamo:

√
1 + (ẏ)2.

√
2gy = K

ovvero
dy
dx

= ẏ =

√
(c− y)

y
,

o anche
dx
dy

=
√

y
(c− y)

con c costante opportuna che dipende da K e g.
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Soluzione della equazione differenziale della
Brachistocrona

Passo 5. Consideriamo la sostituzione

y(u) = c sen2u =
c
2
− c

2
cos 2u.

Per la regola della derivazione delle funzioni composte abbiamo

dx
du

=
dx
dy
.
dy
du
,

e quindi, dopo qualche semplice calcolo,

dx
du

= 2c sen2u.

Integrando quindi si ottiene che

x(u) =
c
2

2u− c
2

sen 2u.
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La Cicloide

Definizione
La cicloide è il luogo percorso da un punto sulla circonferenza di un
cerchio di raggio a che rotola lungo una linea retta.
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Commento alla Bernoulli

Passo 6. ”ex qua concludo Curvam Brachystochronam esse
Cycloidem vulgarem”
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Il pendolo tautocrono di Huygens

Nel 1673 Huygens nel libro Horologium Oscillatorium si pone il
problema di modificare la traiettoria di un pendolo in modo tale che il
periodo sia indipendente dalla ampiezza iniziale.
(tautocrono dal greco tauto = lo stesso e chronos = tempo)

La sua idea fu di impostare una traiettoria tale che la forza di
accelerazione sia proporzionale in ogni punto alla lunghezza d’ arco.
Ovvero

s̈ + Ks = 0

(equazione differenziale del secondo ordine)
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Christiaan Huygens, 1629 - 1695
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Alla ricerca della tautocrona

Per la similitudine dei due triangoli
nel disegno si ha f = −dy/ds.

Combinando l’equazione di Huygens, s̈ + Ks = 0,
e la legge della dinamica f = s̈ si ha che

a) dy = K.sds.
Integrando, ponendo s = 0 per y = 0, si ottiene

y = K
2
.
s2 ovvero

b) s =
√

2y
K

Inserendo la b) nella a) si ottiene

dy
√

y
=
√

2K
√

dx2 + dy2 e quindi

√
(c− y)

y
dy = dx
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Commento alla Bernoulli - due

A meno di una traslazione di y questa è esattamente l’equazione della
cicloide, come Joh. Bernoulli stesso notò (1697):

”animo revolvens inexpectatam illam identitatem
Tautochronae Hugeniae nostra que Brachystochronae”
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Ulteriori proprietà della cicloide

L’ evoluta e l’evolvente di una cicloide è ancora una cicloide.
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Una parametrizzazion razionale del cerchio:
Diofanto, circa 250 d.C.

Consideriamo il cerchio unitario e la retta generica per Q = (−1, 0):

L’intersezione della retta con
la circonferenza è data da:

x2 + t2(x + 1)2 = 1

Risolvendo in x, si ottiene

x = (1−t2)
(1+t2)

y = 2t
(1+t2)

Al variare di t nei reali si ottengono
tutti i punti della circonferenza:

abbiamo quindi una parametrizzazione
razionale della curva x2 + y2 = 1.
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Punti razionali sul cerchio; terne pitagoriche

In particolare, al variare di t = p
q nei razionali, i punti

x =
(1− ( p

q )2)

(1 + ( p
q )2)

y =
2( p

q )

(1 + ( p
q )2)

rappresentano tutte e sole le soluzioni razionali dell’equazione

x2 + y2 = 1.

Quindi
a = (p2 − q2)r, b = 2pqr, c = (p2 + q2)r

sono tutte e sole le soluzioni intere dell’equazione di Pitagora

a2 + b2 = c2.
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Altre parametrizzazioni di curve

Consideriamo ora una curva del tipo y2 = p(x), p(x) polinomio.
Le cubiche si scrivono sempre in questa forma, con grado di p = 3
(Newton).

Consideriamo quindi la funzione u = g−1(x) =
∫ x

0
1√
p(t)

dt.

Ovviamente x = g(u).
Senza integrare, calcoliamo ora la derivata di g in u:

ġ(u) =
dx
du

=
1
du
dx

e anche
du
dx

=
d
dx

∫ x

0

1√
p(t)

dt =
1√
p(x)

=
1
y

Dunque x = g(u) e y = ġ(u) parametrizzano la curva y2 = p(x).
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... applicata alla circonferenza

Nel caso della circonferenza x2 + y2 = 1, ovvero y2 = 1− x2, abbiamo
u = g−1(x) =

∫ x
0

1√
1−t2

dt.

Quindi g−1(x) = arcsin(x), dunque
x = g(u) = sen(u) e y = ġ(u) = cos(u).
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Integrali, funzioni e curve ellittiche

Integrali del tipo
∫

R[t,
√

p(t)]dt, dove R è una funzione razionale e p un
polinomio di grado 3 o 4 senza fattori multipli, si dicono integrali
ellittici.

Appaiono nelle formule per calcolare le lunghezze degli archi di ellisse,
da questo il loro nome. Leibniz considera una soluzione propria di un
problema integrale della forma

∫
f (x)dx una funzione nota g(x) tale che

ġ(x) = f (x).
Nel 1694 James Bernoulli congetturò che questo fosse impossibile per
gli integrali ellittici; la congettura fu confermata nel 1833 da Liouville
(molti integrali non hanno soluzione alla Leibniz).
Nel frattempo però molti matematici avevano dimostrato molte belle
proprietà di questi integrali e delle loro funzioni inverse.
Le funzioni inverse di integrali ellittici si dicono funzioni ellittiche. Le
curve parametrizzate da funzioni ellittiche si dicono curve ellittiche.
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ġ(x) = f (x).
Nel 1694 James Bernoulli congetturò che questo fosse impossibile per
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Nel frattempo però molti matematici avevano dimostrato molte belle
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proprietà di questi integrali e delle loro funzioni inverse.
Le funzioni inverse di integrali ellittici si dicono funzioni ellittiche. Le
curve parametrizzate da funzioni ellittiche si dicono curve ellittiche.



Curve Celebri

Marco Andreatta

Introduzione

Definizione alla
Decartes

Brachistocrona

Curve razionali ed
ellittiche

La Lemniscata

La Lemniscata di Bernoulli è la curva di quarto grado data
dall’equazione

(x2 + y2)2 = x2 − y2.
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La Lemniscata

La sua lunghezza è data dall’ integrale ellittico

4
∫ 1

0

1√
1− t4

dt.
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L’arco di lemniscata

∫ x

0

1√
1− t4

dt

determina l’arco di Lemniscata fino ad x.
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Fagnano1682-1766

Fagnano, matematico di Senigallia, nel 1718 con una ingegnosa
sostituzione dimostrò la formula

2
∫ x

0

1√
1− t4

dt =
∫ 2x
√

1−x4/(1+x4)

0

1√
1− t4

dt.

La duplicazione dell’ arco di Lemniscata si può ottenere con riga e
compasso!
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