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René Descartes, 1596-1650
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GEOMETRY,
T could give here several ather ways of tracing and concciving a
series of curved lines. each curve more complex than any preceding
one™ but T dhink the best w

to graup together all such curves and

then classify them in order, is by recognizing the fact that all points of

those curves which we may call “geometric,” that is, those which admit
of precise and exact measurement, must hear a definite relation™ to
all points of a straight line, aud that this relation must be expressed by
means of a single equation.™

If this equation contains no term of

higher degree thau the rectangle of two unknown quantitics. or the
square of one, the curve belongs ta the first and simplest class.™ which

contains only the cirele, the parabola, the hyperbola, and the cllipse;
but when the equation coatains onc or more terms of the third or fourth
o “ (for it

degrec™ in one or Loth of the two unknown quantities”

requires two unknown quantiti

10 express the relation between twa
points) the curve helongs to the second class; and if the equation con-
tains a term of the fifth or sixth degree in cither or both of the unknown
quantities the curve helangs to the third class, and so on indefinitely

“Qui serofent de plus en phs composées par degrez & linfini.” The French
otations i the footsotes show a few varants in syl in difernt ciions.
" That 5, & relaion cxactly known, as, for example, that hetween two straight

lines i
af the curve s known

It will be recognized at once that this statement contains the fundamental
concept of amytc gcomety

netion o that between a straight line and  curve, wnless the length

o premicr & plus simple gene,” an cxpression not now recognized.
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& toutes lesautres, qu'on pet deferire , aufly bien que
Iapremiese; ny par confequent qu'on ne les recoiue
toutes enmefime fagon, pour feruir aux fpeculations de
Geometrie.

Te pourroismettre icy plufieurs autres moyens pourta ficon
tracer & congeuoir deslignes courbes , qui feroient de ¥ 4t
plus en plus compofies par degrés a Linfini. mais pourtes es -
comprendre enfemble toutes celles, qui font en la nacu- X0
re, &les diftinguer par ordre cncertains genres ;e ngcercing
fgache rien de meilleur que dedire que tous les pons, de £
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ligne droite, qui peut cftre exprimd par quelque equa-feur fes
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tion ne monte queinfquesau retangle de deux quanti-
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sne courbe eft du premicr & plus fimple genre, dars le-
quelilnyaquele cercle, la parabole, Ihyperbole , &
PEllipfe qui foient comprifes. mais que lorfque 'equa-
tion monteiuques ala trois ou quatricfine dimenfion
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car il en faut deux pour expliquer icy le rapport d'viy
pointa vaautre, elle eft du fecond:& que lorfque Iequa-
tion monte iufques a la 5 ou fisiefime dimention, elle
cft dutroifiefme; & ainfi desautres al'infini.

Comme fiic veux fgavoir de quel genre cft Ia ligne
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Nella Geometrie Cartesio divide i problemi geometrici in tre tipi:

- quelli risolubili con rette e circonferenze
- che possono essere risolti con curve tracciabili con un nuovo compasso
- che non possono essere risolti come sopra

Introduce di fatto la differenze tra le curve algebriche (descritte da
polinomi) e le curve trascendenti

Si veda la recente tesi di laurea magistrale di Sara Gobbi
https://ggbm.at/azT YkAfn
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Una curva nel piano cartesiano P = (x,y) € R? si pud definire come:

Definizione alla

Denniio m Luogo di zeri di una funzione: {(x,y) : f(x,y) = 0}

m Grafico: {(x,y) : y = y(x)}
m Equazione parametrica: {(x,y) : x = x(r),y = y(¢)}

Esempio

Ecco tre espressioni della stessa curva, una retta:
{(x,y) : 3x —2y+ 6 =0}

{(x,y) :y=3/2x+ 3}
{(x,y) :x=2t+2,y =3t}
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B Una curva nel piano cartesiano P = (x,y) € R? si puo definire come:

e m Luogo di zeri di una funzione: {(x,y) : f(x,y) = 0}
m Grafico: {(x,y) : y =y(x)}
m Equazione parametrica: {(x,y) : x = x(r),y = y(¢)}

Si noti che la seconda definizione ¢ la piu speciale.

La prima & equivalente alla seconda se (e solo se) la derivata parziale
df /Oy # 0 in ogni punto della curva (teorema del Dini o delle funzioni
implicite)

La terza & equivalente alla seconda se (e solo se) la funzione ¢ —
(x(1), (1)) & iniettiva e (x(1), 3(1)) # (0,0).
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Problema

Dati due punti A e B in un piano verticale , determinare il cammino (i.e.
la curva) lungo il quale una particella mobile M, partendo da A e
scendendo unicamente sotto 'influenza del suo peso, raggiunge B nel
tempo piu breve. (Bpaxuvs = breve, xpovos = tempo)

(Joh. Bernoulli, Acta Eruditorum 1696).

Brachistocrona
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Il problema non era nuovo, come fece notare Leibniz a Bernoulli: lo
B aveva considerato Galileo nel 1638 in Discorsi e Dimostrazioni
Matematiche, terza giornata, Teorema XXII. Galileo osserva che il
cerchio € il piu veloce della retta.
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Il problema non era nuovo, come fece notare Leibniz a Bernoulli: lo
B aveva considerato Galileo nel 1638 in Discorsi e Dimostrazioni
Matematiche, terza giornata, Teorema XXII. Galileo osserva che il
cerchio € il piu veloce della retta.

La sfida lanciata da Joh. Bernoulli fu raccolta da (almeno) 5 matematici
che I’anno successivo diedero le loro soluzioni: Newton, Leibniz, de
L’Hopital, Jacob Bernoulli e lo stesso Johann Bernoulli.

La soluzione proposta da Bernoulli era sicuramente la pitl ingegnosa ed
elegante; costituita da una serie di passi successivi che andremo a
descrivere nel seguito.
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Prendiamo un sistema di riferimento cartesiano tale che il punto A sia I’
origine del riferimento, i.e. A = (0,0), e che ’asse delle y sia rivolto
verso il basso.

Pensiamo inoltre che la curva ottenuta sia descritto come grafico ,

y = y(x), o eventualmente da due equazioni parametriche, (x(z), y(¢)),
cont € R.



La soluzione di Johann Bernoulli
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Passo 1. Il primo passo, dovuto a Galileo, consiste nel provare che, in
ogni momento della discesa, vale 1’identita:

V=28,

dove v ¢ la velocita della particella e y la sua coordinata ascissa, mentre
g ¢ 'accellerazione di gravita.
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Questa identita si ricava dalla fisica, ad esempio dalla legge della
conservazione dell’energia : E. + E, = c,

dove E. = 1/2mv* & I’energia cinetica, E, = —mgy & I’energia
potenziale e ¢ una costante.

Si noti che, per la nostra scelta del riferimento cartesiano con A = (0, 0)
e assumendo la particella ferma in A, sihache E. = E, = ¢ = 0.



La soluzione di Johann Bernoulli

G Passo 2. Bernoulli quindi discretizza il problema: ovvero divide il piano
Marco Andreatta in strisce orizzontali e assume che in ogni striscia la particella si muove
in linea retta. La curva in questa approssimazione si chiama lineare a

tratti.
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La soluzione di Johann Bernoulli

G Passo 2. Bernoulli quindi discretizza il problema: ovvero divide il piano
Marco Andreatta in strisce orizzontali e assume che in ogni striscia la particella si muove
in linea retta. La curva in questa approssimazione si chiama lineare a
tratti.

Brachitocens Al limite, quando le strisce diventano infinitamente piccole, tende alla

curva cercata.




Principio di Fermat
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Brachistocrona

Passo 3. Il problema, nel caso della curva lineare a tratti, consiste nel
determinare 1’angolo che ogni tratto rettilineo forma con la retta delle
ascisse. Per questo Bernoulli fa uso della legge sulla rifrazione ottica
detta di Schnell, o anche principio di Fermat (principio variazionale di
minimo); la luce naturalmente segue il cammino piti breve e la sua
traiettoria soggiace a questo principio.
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Sia v la velocita in una striscia con angolo o e u la velocita nella
striscia successiva con angolo (. Vale I’'uguaglianza

Brachistocrona

v/sina = u/sinf3.

Nel limite quindi, detto o I’angolo che la tangente alla curva nel punto
P = (x,y) forma con la verticale e v la velocita della particella in P, si
ha che

v/sina. = cost.
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Il tempo per andare da A a B, passando per x, ¢ dato da

_ Va2 + a? N V(e—x)2+ 2
v u

T(x)
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Il tempo per andare da A a B, passando per x, ¢ dato da

T(x) = vera + V-4
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Il tempo per andare da A a B, passando per x, ¢ dato da

T(x) = vera + V-4

1% u

v ta u\fc—xP+b6 v u

T(x) & minimo se T(x) = 0, i.e. se e — 18 _ (),

v u

Tx) = 1 x 1 (¢ —x) _ sena senf3




Osservazioni geometrico/algebriche
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B Data una curva piana 'y = y(x), sia o ’angolo che la tangente forma
con la parallela all’asse delle ascisse. Vale I’identita

Brachistocrona

. dy cosa
dx  sena’
In particolare vale
1
= seno.

1+ (y)?




Equazione differenziale della Brachistocrona

Passo 4.
Marco Andreatta

m Partendo dal Principio di Fermat, v/sina = K,
m inserendo I’ identita di Galileo, v = /2gy,

Brachistocrona 1

m ¢ la determinazione del seno con il lemma, =
¥

= sena,

otteniamo:



Equazione differenziale della Brachistocrona
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m Partendo dal Principio di Fermat, v/sina = K,
m inserendo I’ identita di Galileo, v = /2gy,

m ¢ la determinazione del seno con il lemma, 1Jlr(')2 = sena,
¥

Brachistocrona

otteniamo:
OVVEro
o anche

dy  \ (c—v)
con ¢ costante opportuna che dipende da K e g.



Soluzione della equazione differenziale della

Brachistocrona
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Passo 5. Consideriamo la sostituzione

y(u) = c sen’u =

cos 2u.

NS
N o

Brachistocrona
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y(u) = c sen’u = % — Scos2u.

2
Per la regola della derivazione delle funzioni composte abbiamo

Brachistocrona

de _dr dy
du  dy du’

e quindi, dopo qualche semplice calcolo,

dx
= =2 2y,
T csen‘u
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y(u) = c sen’u = % — Scos2u.

2
Per la regola della derivazione delle funzioni composte abbiamo

Brachistocrona

de _dr dy
du  dy du’

e quindi, dopo qualche semplice calcolo,

dx
= =2 2y,
T csen‘u

Integrando quindi si ottiene che

x(u) = % 2u — %sen 2u.
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La cicloide ¢ il luogo percorso da un punto sulla circonferenza di un
cerchio di raggio a che rotola lungo una linea retta.
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Definizione

La cicloide ¢ il luogo percorso da un punto sulla circonferenza di un
cerchio di raggio a che rotola lungo una linea retta.

Brachistocrona

¥
, =y
L S
i
a cost - /
te01 1] geint (2xa, 0)
- af -

By examining the above graph, we find
x=af-amnft
ywma-acost |



Commento alla Bernoulli
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Passo 6. "ex qua concludo Curvam Brachystochronam esse
Cycloidem vulgarem”



Il pendolo tautocrono di Huygens
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Brachistocrona

Nel 1673 Huygens nel libro Horologium Oscillatorium si pone il
problema di modificare la traiettoria di un pendolo in modo tale che il
periodo sia indipendente dalla ampiezza iniziale.

(tautocrono dal greco tauto = lo stesso e chronos = tempo)



Christiaan Huygens, 1629 - 1695
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Brachistocrona




Il pendolo tautocrono di Huygens

Marco Andreatta

La sua idea fu di impostare una traiettoria tale che la forza di
accelerazione sia proporzionale in ogni punto alla lunghezza d’ arco.
Ovvero

Brachistocrona
s+Ks=0

(equazione differenziale del secondo ordine)
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Mareo Andreatta La sua idea fu di impostare una traiettoria tale che la forza di
accelerazione sia proporzionale in ogni punto alla lunghezza d’ arco.
Ovvero

Brachistocrona
s+Ks=0

(equazione differenziale del secondo ordine)
Infatti questa ha come soluzione una funzione del tipo

s(1) = Asen(V/Kt))

(o analogamente

s(1) = Acos(V/Kt))

che si muove nell’intervallo (—A, A) in un intervallo di tempo (2—\/7[%)
indipendente da A.




Alla ricerca della tautocrona
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Per la similitudine dei due triangoli
nel disegno si ha f = —dy/ds.
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Y Attt Combinando

m l'ipotesi di Huygens: 5§ + Ks = 0

B m lalegge della dinamica, f = 5,
m ¢ la geometria delle similitudini, f = —dy/ds,
otteniamo:
a) 2 =Ks.
Integrando, ponendo s = 0 per y = 0, si ottiene
K- 2

y = 5 s” ovvero
2

b)s=1/%

Inserendo la b) nella a) si ottiene

d I
% — V2K \/dx® 1 dy? e quindi (ny)dy — dx
y



Commento alla Bernoulli - due
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A meno di una traslazione di y questa ¢ esattamente 1’equazione della
cicloide, come Joh. Bernoulli stesso noto (1697):
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A meno di una traslazione di y questa ¢ esattamente 1’equazione della
cicloide, come Joh. Bernoulli stesso noto (1697):

“animo revolvens inexpectatam illam identitatem
Tautochronae Hugeniae nostra que Brachystochronae”



Ulteriori proprieta della cicloide
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L’ evoluta e I’evolvente di una cicloide & ancora una cicloide.

Brachistocrona
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L’ evoluta e I’evolvente di una cicloide & ancora una cicloide.

Brachistocrona




Epicicloidi, la geometria degli astri di Tolomeo

L’idea di curva e
superficie

Marco Andreatta L ipotrocoide € la curva tracciata da un punto fissato, posizionato ad una
distanza m dal centro di un cerchio di raggio r, quando questo ruota
senza strisciare all’ interno di una circonferenza pid grande di raggio R.

Brachistocrona

L epitrocoide € la curva tracciata da un punto fissato, posizionato ad una
distanza m dal centro di un cerchio di raggio r, quando questo rotola
senza strisciare sopra una circonferenza di raggio R.

Se m = r, ovvero il punto fissato é sulla circonferenza, allora ipotrocoide
e epitrocoide si chiamano rispettivamente ipocicloide e epicicloide.

Equazioni parametriche:
x(0) = (R + r)cosf — mcos(0 + ) = (R + r)cost — mcos(*E-0)
¥(0) = (R + r)sind — msin(0 + o) = (R + r)sin — msin("0)

La cicloide pud essere pensata come caso limite della epicicloide
quando una circonferenza diviene retta.



Realizzazione virtuale e concreta

Marco Andreatta

Brachistocrona

Geogebra: https://www.geogebra.org/
Gear Generator: http://geargenerator.com/

Gearify: http://www.gearifysoftware.com/

FabLab. Trento: http://fablab.muse.it/ ; Trieste: http://scifablab.ictp.it/



FabLab

L’idea di curva e
superficie

Marco Andreatta

Brachistocrona




L’idea di curva e
superficie

Marco Andreatta

Bicicletta con
ruote quadrate

Biciclette nei Musei della Scienza




Tema di maturita 2017

Marco Andreatta

Bicicletta con
ruote quadrate

s = distanza (centro del quadrato - asse ascisse) vogliamo sia costante
q = rcos(a) = (s — y)cos(a) = (s —)

e quindi y(x) = (s — q)cosh(g)



La Parca Cloto e I’otto volante

L’idea di curva e
superficie

Marco Andreatta

La clotoide € stata introdotta nel 1700 da uno dei fratelli Bernoulli,
Jakob (1654-1705), che propose il seguente problema: Trovare la curva
la cui curvatura sia proporzionale alla lunghezza dell’arco in ogni punto.

Bicicletta con
ruote quadrate

Fu Eulero (1707-1783) a intuire che la soluzione dovesse essere una
spirale che pid si allontana dall’origine piu si avvolge su sé stessa.

Equazioni parametriche:

t xz t
(1) = ( /0 cos(% ), /0 sin(%z)dx)

I due integrali sono anche chiamati integrali di Fresnel, per la loro
associazione al fenomeno conosciuto come di difrazione di Fresnel.



La Parca Cloto e I’otto volante

L’idea di curva e
superficie

Bicicletta con
ruote quadrate




La Clot

L’idea di curva e
superficie

Marco Andreatta

Bicicletta con

Profilo
a clotoide

b e




	Definizione
	Brachistocrona
	Bicicletta con ruote quadrate

