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Esercizio 1. Sia P? = PZ il piano proiettivo reale. Si considerino i seguenti punti in P?:

P, =1[1,0,1], Py, =12,1,0], P;=10,1,2], Py =10,1,0],
Ql = [17172]7 QQ = [15 _13 _1]3 Q?) = [0723 _1]3 Q4 = [0723 1}

1) Si dimostri che {Py, Py, P3, P4} e {Q1,Q2,Q3,Q4} sono in posizione generale;

2) Si costruisca una proiettivita f: P? — P2 tale che f(P;) = Q; per ognii = 1,2,3,4;

(1)

(2)

(3) Si trovino i punti fissi di f, ossia i punti P € P? tali che f(P) = P;
(4) Si trovino le rette fissate da f, ossia le rette r C P? tali che f(r) = r;
()

5) Si dica se esiste una proiettivita g: P? — P? tale che g(P;) = Q;11 per ogni i = 1,2,3 e
g(Py) =[0,0,1].

Esercizio 2. Sia A? = A2 il piano affine reale con coordinate (z,y). Si consideri la seguente
famiglia di curve in A?:

Iy: fe(z,y) =" 2 —ay? =0
al variare di k € Z, k > 1.
Sia P? = P il piano proiettivo reale con coordinate [zq,z1,z2]. Si identifichi A* = {zy # 0} e si
denoti con T';, C P? la chiusura proiettiva di I'.

1) Dimostrare che I'y, & singolare per ogni k € Z, k > 1;

2) Dimostrare che I's ha un unico punto singolare P e trovare le tangenti principali a I's in P;

3) Dimostrare che I'y ha un unico punto singolare e trovare i suoi punti di flesso;
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Dimostrare che I'; contiene una retta.



Esercizio 1. (1) Si noti che:

0 1 2 0
211 =-210]+]|1|+|1
0 1 0 2
Pertanto, definendo:
0 0
p1:72 0 y P2 = 1 y P3 = 1 7p4:2 1 )
1 2 0

abbiamo che P; = [p;] per ogni i = 1,2,3,4 ¢ Py = [p1 + p2 + p3]. Segue che i punti
{P1, Py, P5, P4} sono in posizione generale. Allo stesso modo, si ha che:

0 1 1 0
2(2|=(11—-]-1|+] 2
1 2 -1 -1
Pertanto, definendo:
1 0 0
q1 = 1 , @2 = — -1 y 43 = 2 aq4:2 2 )
-1 -1 1

abbiamo che @Q; = [¢;] per ogni ¢ = 1,2,3,4 ¢ Q4 = [¢1 + g2 + ¢3]- Segue che i punti

{Q1,Q2,Q3,Q4} sono in posizione generale.
I coefficienti per definire i p; sono determinati risolvendo il sistema lineare omogeneo:

0 1 2 0
alt]l=plol+y|1]+0]1
0 1 0 2

I coefficienti per definire i ¢; sono determinati analogamente.

(2) Segue dal punto precedente che una tale trasformazione esiste ed ¢ unica. Essa si ottiene
usando il teorema della determinazione di una applicazione lineare rispetto a una base. Sia
f:R?® — R3 un isomorfismo associato ad f e sia A la sua matrice associata rispetto alla base

canonica:



ossia:

1 -1 0
—261 - 263 = 1 5 201 +co = 1 , Co+ 203 = 2
2 1 -1

Sommando le tre equazioni si ottiene:

In conclusione:

-2 0 0
_ 1
A= -5 2 01,
0 1 -1
da cui si ottiene che:
T
f([ro,z1,22]) = |A | 21 ]
T2
[ 1 1 49 }
= |—=zg, —=x T1,%1 — T
2 0, 2 0 1,41 2

= [1170, To — 4$1, 72301 + 2:13’2]

I punti fissi di f sono le classi degli autovettori di A. Infatti, un punto P = [p] per qualche
p € R? {0} & fisso per f se e solo se:

f(P)=P < [Ap|=[p] < Ap=2Ap, A€ R~ {0} <= p autovettore di A.

Dunque, per trovare gli autovettori di A, dobbiamo prima trovare gli autovalori di A. Essi

sono gli zeri del polinomio caratteristico:
f% - A 0 0 1
pad) =det| -1 2-x o0 |= (5 +A) (2= N1+ N).
0 1 —-1-A
Segue che gli autovalori di A sono —1, —% e 2.
Per trovare gli autovettori con autovalore —1, risolviamo il sistema lineare:

o 0 %) =0
(A+I3) 1| =10 — —% 3xr1=0
.'L'Q 0 le :0



da cui si ottiene che gli autovettori sono della forma (0,0, )7, A\ € R~ {0}. Pertanto, il primo
punto fisso ¢ S; = [0,0, 1].
Per trovare gli autovettori con autovalore —%, risolviamo il sistema lineare:

1 5 To = dxq
(4+55) (o] =0 <= -myim=0
2 0 €To :2$1
T2 1 — %2 =0

da cui si ottiene che gli autovettori sono della forma (5, A, 20)7, A € R ~ {0}. Pertanto, il
secondo punto fisso & Sy = [5,1,2].

Per trovare gli autovettori con autovalore 2, risolviamo il sistema lineare:

X0 0 _51-0 =0
(A—2I3) z1 | =10 — —%0 =0
i) 0

‘%173.%2:0

da cui si ottiene che gli autovettori sono della forma (0,3\,A\)7, X € R~ {0}. Pertanto, il
terzo punto fisso ¢ S3 = [0, 3, 1].

(4) Le rette fissate sono le rette passanti per coppie di punti fissati, ossia:

e la retta r; passante per Sy e So di equazione:

i) 0 5
T det |zy 0 1| =—-20+52:1=0
i) 1 2

e la retta ro passante per Sy e S3 di equazione:

i) 0 0
To: det |z; 0 3| =—-20=0
i) 1 1

e la retta r3 passante per Sy e S3 di equazione:

i) 5 0
r: det | 2y 1 3| =—-5(zo+x1 —3z2)=0.
X9 2 1

(5) Una tale trasformazione non esiste. Infatti, i punti {P;, P2, P3, P4} sono in posizione gene-
rale, mentre i punti {Q2, @3, Q4,[0,0,1]} non sono in posizione generale, in quanto i punti
{Q3,Q4,[0,0, 1]} sono allineati (giacciono sulla retta all’infinito xo = 0).

Esercizio 2. (1) Per dimostrare che I'y, ¢ singolare, calcoliamo il gradiente del polinomio fj che
ne definisce I'equazione:

ka(:r,y) = (éaaf;fa %;k) = (3502 - y2, (k + 1)yk — 2£L'y)



I punti singolari di T'y, sono i punti P = (x,y) che soddisfano il sistema non-lineare:

YR By =0
322 —9y2 =0
(k+1)y* — 22y =0

Poiché k > 1, y* = y**1 = 0 se y = 0. Da cio segue che P = (0,0) & soluzione del sistema,
ossia (0,0) ¢ un punto singolare di 'y per ogni k > 1. Alternativamente, si pud osservare che,
per k > 1, il termine omogeneo di grado piit basso del polinomio f; ha sempre grado maggiore
o uguale a 2. Questo implica che U'origine (0, 0) ha sempre molteplicitd maggiore o uguale a 2,
ovvero é singolare, per ogni k£ > 1. In particolare, se k = 1 ’origine ha molteplicita 2, mentre
per k > 2 Dorigine ha molteplicita 3.

Come osservato gia in precedenza, il punto P = (0,0) ¢ un punto singolare di ordine 3. In
questo caso, I's & una curva di grado 4. Questo implica che la curva proiettiva I's di grado 4
ha un punto singolare [1,0,0] di grado 3. Dal teorema di Bézout (si veda I'Esercizio 2 della
provetta 2023/24) segue che [1,0,0] & I'unico punto singolare di I's. Segue che P = (0,0) &
lunico punto singolare di I's. Infatti, se esistesse un altro punto singolare affine (z1,y1) #
(0,0), allora il punto proiettivo [1,z1, 1] sarebbe singolare per I's.
Alternativamente, ¢ possibile verificare che P = (0,0) & I'unico punto singolare risolvendo il
sistema:

yr+a® —xy? =0

322 —42 =0

4y — 22y = 2y(2y* — ) =0
Dalla terza equazione segue che y = 0 o 2y?> — x = 0. Tuttavia, se y = 0, dalla seconda
equazione segue che z = 0, e (z,y) = (0,0) soddisfa la prima equazione. Se invece z = 2y>
e y # 0, dalla seconda equazione si ottiene 12y* — y? = y2(12y? — 1) = 0, ossia y*> = 1/12 e
x = 2y? = 1/6. Tuttavia, sostituendo questi parametri nella prima equazione, si ottiene:

L1 184226 1
144 216 72 432 432 ’

Infine, I'unica soluzione del sistema ¢ P = (0,0). Le tangenti principali si ottengono scompo-
nendo in fattori lineari il temine omogeneo di grado piut basso di f3, ossia:

? —ay® = 2(2® — ) = 2(z — y)(z + ).

Le tangenti principali a I's in P = (0,0) sono, dunque:

T1: x=0
To: r—y=20

T3: rz+y=0



(3) Come gia notato nel punto (1), lorigine (0,0) & un punto singolare di I'; di molteplicita
2. Cio implica che la cubica proiettiva I'y ha un punto singolare [1,0,0] di molteplicita 2.
Esattamente come nel punto precedente, si conclude che [1,0,0] & 'unico punto singolare.
Alternativamente, consideriamo il polinomio omogeneo F; che definisce I'y:

. r _ 2 3 2 _
Fl. 1($0,$1,$2) —$0$2+J)1 — T1To =0.
Calcoliamone il gradiente:

0Fy 0Fy O0Fy

VFi(xg,x1,22) = (8960’ ey 8952) = (23,327 — 23, 23022 — 22172).

I punti singolari P’ = [zg, 21, 22] sono i punti che soddisfano il sistema omogeneo:

2or3 + 23 — 3122 =0

r3=0

323 —23=0

2x0x2 — 2172 =0
Dalla seconda equazione segue che x2 = 0, mentre dalla terza equazione segue che z; = 0. Il
punto [1,0,0] soddisfa anche la prima e la quarta equazione, ed & pertanto l'unica soluzione.

Per trovare i punti di flesso, calcoliamo il determinante Hessiano. Sia G = F; e G;; =
902G /0z;0z;. Calcoliamo le derivate seconde:

Goo =0, Go1 =0, Goz = 222
Gio = Go1 =0, G111 = 61, G2 = 29
Gao = Go2 = 2729, Go1 = G2 = —2x9, Goa = 2z — 221.

Pertanto, il determinante Hessiano ¢ € dato da:

0 0 21’2
He(xo, 1, 0) =det | 0 61 —219 = —24x 22
21‘2 —2:1,‘2 2370 — 23?1

I punti di flesso di I'; sono i punti P’ = [0, x1, 2] sulla curva T'; non-singolari che annullano
il determinante Hessiano, ossia soddisfano il sistema:

Tor3 + 23 — 1123 =0
241173 =0

[0, 21, 22] # [1,0,0]

Dalla seconda equazione si ricava che 1 = 0 0o x5 = 0. Se 7 = 0, allora dalla prima equazione
2o = 0 0 2 = 0. La prima scelta ci da il punto P’ = [0,0, 1], mentre la seconda scelta ci
da il punto [1,0,0], che non & ammissibile per la terza equazione (¢ un punto singolare). Se
x9 = 0, dalla prima equazione segue che z; = 0, da cui otteniamo il punto [1,0,0] che non &
soluzione. Concludiamo che la curva I'; ha un unico punto di flesso, P’ = [0,0, 1].



(4) La curva affine I'; ha grado 3 ed ¢ espressa da un polinomio f; omogeneo di grado 3. Possiamo

scomporre:
folz,y) = y* + 2° — zy?

in fattori lineari usando il seguente metodo: scriviamo

B (3 ()

Poniamo poi t = %, ottenendo il polinomio:

g(t) =1+t -2

Siano ay, ag, ag € C le radici del polinomio g, ossia g(t) = (t —aq)(t — az)(t — a3). Da questo

Bt ((2) ) ((5) ) () o)

fa(z,y) = (z — aqy) (2 — a2y (2 — azy).

segue che:

da cui si ottiene che:

Ora, poiché il polinomio g(¢) ha grado 3, esso ha almeno una radice reale. Senza perdere di
generalita, possiamo supporre che oy € R. Dalla fattorizzazione del polinomio f3, si ottiene
che la retta:

L: rz—ay =0

é contenuta in I's. In particolare, poiché in questo caso ag, a3 € R, si ha che L = T's.



