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Il candidato dovra svolgere [’esercizio 1 e [’esercizio 2.
1l tempo per la prova e di 2 ore.

Esercizio 1. Si consideri lo spazio vettoriale R? e sia &€ = {e1, ez, e3} la base
canonica. Si definisca la forma bilineare simmetrica by, : R* x R? — R, al variare del

parametro reale £ in modo che:
o bp(er,er) =2;
o by (es,e3) =y (e3,e3) =k + k?;
o e, € (ey,e3)";
o b (€1 +2ex —e3,e; +2e3 —e3) =2+ k+ 9k%

(i) Si scriva la matrice Ay associata alla forma bilineare by rispetto la base £ e
si dica per quali valori di & € R, la forma bilineare b risulta degenere. Si
stabilisca, inoltre, la segnatura di A, al variare di k € R.

(ii) Sitrovino al variare di k € R, se esistono, una matrice M € GL3(R) ortogonale
ed una matrice diagonale D € M;3(R) per cui "M A,M = D.

(iii) Sia k = 2. Dopo aver verificato che in questo caso by rappresenta un prodotto
scalare, trovare una base ortonormale di R? rispetto a tale prodotto scalare.

Soluzione dell’Esercizio 1. (i) Per poter scrivere la matrice A, dobbiamo sta-
bilire il valore di by (e;, e;) con 1 < i < j < 3. Dalla terza condizione sappiamo

che
bi (e1,e2) = by (e1,e3) = 0.

Per ricavare il valore di by, (e, e3), scriviamo esplicitamente 'ultima relazione:
24 k + 9k2 = bk (61 + 282 — €3,€e; + 282 — 63) = bk (81, 81) + 4bk (62, 82) +

+ bi (e3,e3) + 4bi (e1,e2) — 2bi (e1,e3) — 4by, (€2, e3) =
=2+ 4(k + k*) + (k + k*) — 4bx (e2, €3) ,

dove abbiamo usato la simmetria di b, e le informazioni ottenute fino a questo
punto. Invertendo questa ultima relazione otteniamo che

1
bk(ez,eg,):1(2+5k2+5k—2—k—9k2) = —k*+ k.



(i)

Possiamo quindi scrivere la matrice Ay, come

Per stabilire i valori di £ € R per cui b, é degenere, ¢ sufficiente studiare i
valori di k& € R per cui la matrice A; ha determinante nullo. Esso ¢ uguale a
(sviluppando secondo la prima riga):

det(Ag) =2 [(k+ k*)* — (k — k*)*] = 2(k+ K>+ k— k) (k+ k> —k+k*) = 8k?,

per cui ‘bk ¢ non degenere se e solo se k # 0 ‘
Infine, per trovare la segnatura di Ay, studiamo il segno dei suoi autovalori e
per fare cio calcoliamo il suo polinomio caratteristico:

2\ 0 0
Pa,(\) = det 0 k+k—-X k—Fk =
0 k—k  k+k -\
= @ =N [(k k=) = (k= k2] =
=N (k+E =A+k—k)(k+F - A—k+k) =
(2= X)) (2k = A) (2K* = \),

quindi i tre autovalori trovati sono:

Allora la segnatura di Ay é

(3,0) sek >0,
(2,1) sek <0,
(1,0) sek=0.

Per il teorema spettrale, sappiamo che la matrice M esiste sempre per ogni k.
Inoltre, dal punto precedente sappiamo quali sono gli autovalori di Ay ed in
particolare:

A =Ny seesolose k=1,

AM =MNseesolose k=1Vk=-1,

A =M3seesolose k=0VEk=1.

Quindi possiamo studiare separatamente i diversi casi:

e Se k¢ {-1,0,1}:




In questo caso i tre autovalori sono distinti e sappiamo gia che gli auto-
vettori relativi agli autospazi V;, Vor e Vop2 sono tra loro ortogonali. In
particolare si ha che

1
v, — g cps| JUHE =2yt (k= k)2 =0 o)y
. (k—k)y+ (k+k>—2)2=0 o]
T 0
2 — 2k)x =
Z (k2= k)y+(k—k*»)z=0 ]
T 0
2 — 2k =
Voo =4 o] eme | B2 =0 —( 1 )
Z (k—E)y+(k—k*z=0 1

Allora la matrice ortogonale diagonalizzante M é formata dagli autovet-
tori appena trovati normalizzati, cioé

1 0 0
1 1
M=10 35 7
0o 4L L
V2 V2
e la matrice diagonale D corrisponde alla matrice che possiede tutti gli
2 0 0
autovalori sulla diagonale, cio¢ | D= [0 2k 0
0 0 2k*
e Se k=0:
La matrice Ag in questo caso é
2 00
Ag=10 0 O
0 00

e risulta gia diagonale, allora| D = Age M =1 |

Se k =1:
Anche in questo caso abbiamo che

A1:

S O N
S NN O
N O O

é gia in forma diagonalee| D =A; e M =1 |

Se k=—1:
La matrice in questo caso é

[avll \V]
o O

=
[\]

A_l -

)

-2 0



in questo caso A\; = A\3 = 2 e Ay = —2, quindi dobbiamo solo trovare una
base ortogonale per I'autospazio V5, che deve avere dimensione 2, mentre

0
sappiamo gia che | 1| é un autovettore per V_5. Allora
1
x 1 0
Vo = y| eR*|2y+2z=0,=(|0],| 1 ])
z 0 —1
e questi due autovettori della base sono ortogonali per costruzione. Allora
la matrice
1 0 0
M = 0 1 1
- V2 V2
0 —L L
V2 V2
20 0
¢ tale per cui ‘MA_ M =|D=[(0 2 0
00 -2

(iii) Nel primo punto abbiamo gia visto che se k = 2, la segnatura di A ¢ (3,0),
allora esso rappresenta un prodotto scalare. Per trovare una base ortogonale
di R?, partiamo dalla base canonica & e rendiamola ortogonale utilizzando il
procedimento di Gram-Schmidt. Per la definizione di by, sappiamo che v; = e,
e v = e5 sono gia ortogonali tra di loro, mentre

Vn — en — bz(€1>es)e B ba(ez2; e3) _
° ° ba(er, er1) ' ba(ez, ez2) :
0 1 0 0
=10] - g 0]+ % 1 =13
1 0 0 1

Quindi la base V = {vy,v2,v3} ¢ una base ortogonale di R®. Per trovare una
base ortonormale ¢ sufficiente dividere ognuno dei vettori di V' per la sua norma
rispetto al prodotto scalare definito da b, allora

1

NG
bQ(’Ul,’Ul) =2 = wy = 0 X

0

0
bg(’UQ,’Ug) =6 = |wy = \/Lé ;

0

be(vs,v3) = 3 — |w3 =

~Sels o




Quindi una base ortonormale per R? rispetto a by ¢ data da W = {wy, wa, w3}.

Esercizio 2. Sia P?(C) il piano proiettivo complesso di coordinate [z, 71, To] € sia
A%(C) il piano affine complesso di cordinate (x,y). Si considerino inoltre le rette
proiettive Uy = {[zo, z1,72] € P? : g = 0} e Uy = {[wg, z1, 7] € P2 : 21 = 0} e le
relative funzioni di proiettivizzazione
j01A2—>P2\U0 j11A2—>]P)2\U1
(,y) = [1,2,y] (,y) = [z, 1,y].

Si definisca su A? la curva Ca,p definita dal polinomio
fas(@,y) = ' +y* +22°y% + aa® + by’ = 0
al variare di a, b € C.

(i) Si trovino i punti singolari di C,p. Si verifichi inoltre che se a = 0, se b =
0, oppure se a = b la curva risulta riducibile, trovando le sue componenti
irriducibili.

(ii) Si classifichino i punti singolari, calcolando la molteplicita di C,; in suddetti
punti e si trovino le tangenti principali. Infine si calcoli la molteplicita di
intersezione tra le tangenti principali e la curva C,; nel punto di tangenza.

Sifissino i valoria =2 e b= —2.

(iii) Si verifichi che i punti impropri della curva C = jj, (Cs,_») sono singolari. Si tro-
vino le tangenti principali nei punti impropri, studiando la curva D = j;* (C)
e si ricavino le equazioni degli asintoti per Cy _s.



Soluzione dell’Esercizio 2. (i) Per trovare i punti singolari della curva C,j ¢
necessario imporre che il gradiente della curva si annulli. Dato che

g—i(x, y) = 42° + dzy® + 2ax;

of

Ay

quindi i punti singolari sono quelli che soddisfano il sistema
22% + 22y + ar = x(222 + 2y* +a) = 0

{2y3 + 2%y + by = y(2y* + 22° + b) = 0.

(z,y) = 4y® + 42y + 2by,

La prima equazione si annulla per z = 0V 222 + 2y% 4+ a = 0.

o =0:
Nel primo caso il sistema diventa

o rd
y(2y> +0) =0 y=0Vy==+,/-2

Tuttavia f, <O, £4/ —g) = % — % = —% = 0 se e solo se b = 0, cioé se il

punto ¢ nuovamente ’origine. Inoltre in questo caso se a # 0, il polinomio
diventa

faolz,y) = (2> + y°)* + az® = (2% + y* — ivaz)(2® + y* + ivaz) = 0,

risultando appunto , notando che le due coniche in cui si fat-

torizza il polinomio sono non degeneri se a # 0.
o 202+ 2y +a=0:
Nel secondo caso il sistema diventa
202 +2y° +a=0 202 + 2% = —a
{y(?gf +2224+b) =0 - {y(b —a)=0

La seconda equazione ha soluzione se y = 0, allora dalla prima ottenia-
mo che r = j:\/—_% . Analogamente a prima abbiamo perd che i punti
(i -3, O) appartengono alla curva se e solo se a = 0, ma in questo caso
otteniamo che il polinomio fy; si fattorizza (se b # 0 ) come

for(,y) = (2% + y3)? + by? = (2% + v — iVby) (a® + y* +iVby) = 0,

quindi anche in questo caso la curva risulta | riducibile |.

Notiamo inoltre che la seconda equazione dell’ultimo sistema é soddisfatta
anche per a = b, in questo caso il polinomio risulta

faoalz,y) = (® +y*)° +az® + ay® = (¥ + y*)(@° + y* +a) =

= (z +ay)(z —iy)(z® +y* +a) =0

e quindi anche in questo caso la curva C, , ¢ |riducibile |




(i)

(ii)

Ricapitolando, se @ # 0, 0 b # 0 0 a # b la curva é irriducibile e I'unico

punto singolare ¢ O = (0,0) | negli altri casi la curva é riducibile

Per trovare la molteplicita di intersezione nel punto (0,0), controlliamo quali
sono i termini di grado piu basso del polinomio f,;: se (a,b) # (0,0), abbiamo
che| mo(C) = 2.
Supponiamo che la curva sia irriduciubile, ovvero che a # b e entrambi siano
non nulli. In questo caso otteniamo che le tangenti principali alla curva nel
punto O sono date dall’annullarsi del termine di grado pitt basso in f,;, cioé

ax® + by? = (Vaz + ivVby) (Vax — ivby) = 0.

Quindi le due tangenti principali sono

t1: vax +ivVby =0 e ty 1 vVaxr —ivby =0

ed il punto O é quindi un ‘punto doppio ordinario o nodo.‘ Per calcolare la
molteplicita di intersezione I (C,p,t1;O), scriviamo un’equazione parametrica

di t1, che & data da (—i\/gt, t) e calcoliamo il polinomio f,; in questo valore:

b b2 b, b
fap <_i\/jt,t> = Sttt —2—t" — —at® +bt* = 0
a a a a

b2t + a®tt — 2abt* = 0
(b—a)’*t* = 0.

Quindi t = 0 é una soluzione di molteplicita 4 del polinomio e, per definizione,

I (Cup,t1;0) = 4.| Notiamo che in f,; le potenze di  compaiono solo in grado

pari, allora f,,(z,y) = fap(—2,y) e quindi | I (Cyup, t2; O) = 4.

1l polinomio che definisce la curva C = jg (Co,_5) & ottenuto omogeneizzando il
polinomio f5 4 rispetto ad g, cioe

4, .4 2.2 2.2 2.2
F(xo, x1,20) = o] + x5 + 22725 4+ 2x520] — 20505 = 0.

Troviamo quindi adesso i punti impropri, imponendo zy = 0. Abbiamo quindi
che
F(0,71,m9) = 2] + o5 + 22725 = (25 + 23)* =0

quindi i punti impropri sono P; = [0,1,i] e P, = [0,1, —i]. Calcoliamo quindi
il gradiente rispetto le tre variabili ed otteniamo che

VF(z, 21, 22) = (dmox] — dxoxs, 427 + Azy25 + dagey, 4ol + 4a7zs + dagas)

ed effettuando una semplice sostituzione notiamo che VF(P;) = (0,0,0) e

VF(P,) = (0,0,0), verificando quindi che i punti all'infinito ‘sono Singolari.‘




Per studiarne le tangenti principali applichiamo la funzione j;* e deomoge-
neizziamo rispetto x1, r = i—;’, Yy = i—f :

D:g(x,y) =1+y* +2* + 2272 — 2272 =0

ed i punti P, e P; corrispondono sul piano affine ai punti j; *(P;) = Q1 = (0, 1)
e ji ' (Py) = Q2 = (0, —1).

Per trovare quindi le tangenti principali in ), effettuiamo la traslazione che
porta ()1 nell’origine:
= r=ua
. ~> .
Yy =y—i y=y+i

g@,y +i) =14 (y +0)* + 20y +4)* +2(2")* — 2(2")*(y/ +1)? = 0.

ottenendo il polinomio

Per trovare le tangenti dobbiamo quindi annullare i termini di grado piu basso
in questo polinomio. I termini di grado 0 e di grado 1 sono identicamente nulli
in quanto corrispondono a

1+ 42%2=141-2=0 e 43y + 4iy = —4iy/ +4iy/ =0,
mentre i termini di grado 2 sono
6i%(y)* + 2(y)* + 2(2")* — 2%(2') = 4(2')* — A(y')?,

che si annullano solo per 2’ = 3/ e 2’ = —y/. Quindi il punto Q1 ha molteplicita
mg, (D) = 2 e le sue tangenti principali sono

rm:rx—y+i=0 e ro:x+y—1i=0,

dove abbiamo applicato ’affinita inversa per ricavare le equazioni delle rette
nelle variabili originali.

Effettuando la traslazione che porta ()5 nell’origine

= r=ua
/ . ~ / N

Yy =y+i y=y —i,
¢ possibile ricavare analogamente che mg, (D) = 2 e che le sue tangenti
principali sono:

th:x—y—1=0 e tay:x+y+i1=0.

La chiusura proiettiva di queste rette rispetto la variabile x; ¢
tTo+1try — 19 =0
Zxo—il’l—i‘Ig:O
1 Z$0—i$1—l‘220
tQ ZZEO+iI‘1+ZE2 =0

=S =



Per trovare gli asintoti di Cy s ¢ quindi sufficiente deomogeneizzare rispetto la
variabile 7o (cioé applicare j; ') ed otteniamo che gli asintoti sono le rette di
equazioni:

riil4+iz—y=0
ol —iz+y=0
th:l—iz—y=0
ty: 1+ix+y=0.




